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Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 17 gennaio 2011

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:
oy _ Ty (T)
Yy (I) - 2

ry*(x)

y(1) = 1.
Esercizio 2 Si verifichi che la la mappa r : [0, 27)? — R?

r(s,t) = ((3+ 2cos s) cost, (3+ 2cos s)sent,sen s)
parametrizza una superficie regolare >3; si determino quindi i valori di
s et per cui (s, t) = (2,23, @) e si scrivano infine le equazioni del
piano tangente e della retta normale nel punto (2, 24/3, @) a 2.

Esercizio 3 Trovare e classificare i punti stazionari liberi della fun-
zione

1 1 1
f(.%’,y,Z) = —+—+—+.T}y2.
xr Yy =z
Esercizio 4 Si determini il flusso del campo vettoriale definito da
F(x,y,2) = (2, 2%, y*2) uscente dalla superficie laterale dell’insieme

E={(z,y,2) €R?:,2y/22 + 2 < 2 < 1 +2° + 9% 2 < 2}

Esercizio 5 Studiare la convergenza della seguente serie:

n=1

Detta poi f(x) la somma della serie, si studi f’(z), se ne calcoli
esplicitamente il suo valore e da questo si deduca il valore di f(z).



Soluzione 1 Ci sono due modi per risolvere 'equazione differenziale assegnata; il primo consiste
nel scrivere

()3
Y@= e L )
(4zdy2
x
in modo da riconoscere un’equazione omogenea. In questo caso si pone z(x) = %, da cui
y'(x) = x2'(x) + z(x). Si ottiene quindi 'equazione
1+ 23(x)
!
+2(z) = :
cioe I'equazione
1
) —
Z(x) = 2@
Tenendo presente che z(1) = 1 arriviamo alla soluzione
z(x) = 3\/1+ loga3.
In definitiva, per y(z) troviamo Pespressione
(1) y(z) = 2z(x) = 2 >\/1 + log a3.
In alternativa, si poteva scrivere
’ y(z) z?
= + =24
y'(x) r Ty
riconosciamo quindi un’equazione di tipo Bernoulli con « = —2. Moltiplicando ’equazione per
y(z)? si arriva all’espressione
2 7 y*(x) 2
y(@)%y (z) = +a.

Se si pone v(x) = y(x)3, si giunge all’equazione
’ 3 2
v'(z) = —v(z) + 327,

x

che & un’equazione lineare in v(x), con la condizione iniziale v(1) = 1. Per tale equazione usiamo
la formula risolutiva

x x 3
v(z) = @ (1 +/ e_A(t)Btht> , Ax) = / Zdt = logz®.
1

1

Si ottiene per v(x) lespressione
v(z) = 23(1 + log 2*),

da cui ancora l’epressione (1) per la y(z).

Soluzione 2 Si nota anzitutto che la condizione r(s,t) = (2,2v/3, @) ¢ soddisfatta per s =t = Z.
Per verificare che r sia una parametrizzazione regolare, notiamo che r ¢ di classe C*; resta da
verificare che r,(s,t) x r;(s,t) sia sempre un vettore non nullo. Con calcoli diretti si trova che

rs(s,t) X re(s,t) = (34 2 coss)(— cos s cost, — cos ssent, —2sen s).



Tale vettore si vede subito che non si annulla mai in quanto

lrs(s,t) x re(s,t)]] = (34 2coss)v/ 1+ 3sen ?s.

La condizione r(s,t) = (2,2+/3, @) ¢ soddisfatta per s = t = Z; valutando r4(s,t) x r¢(s,t) per
s =t = % troviamo il vettore (-1, -3, —4\/3); la retta normale sara quindi parametrizzata da

3
o(t) = (2,2V/3, %) +t(—1,—V3, —4V3),
cioe, passando alla forma cartesiana,

x\/g—yzo
813 — 22 = 15V/3.

Il piano tangente invece sara descritto dall’equazione

(1,3, ~4VE)(z - 2,y ~ 23,2 - 2)

cioe dall’equazione
x+y\/§+4z\/§: 14.

Soluzione 3 La funzione data ¢ di classe C'* sull'insieme
E=R\({z=0}U{y=0}U{z=0})
che & R? privato dei tre assi cartesiani; il gradiente della funzione & dato da
Vi(z,y,z2)= (—% +yz, —LQ +zz, —% +acy) .
x Y z

1l sistema V f(x,y,2) = 0 ha come soluzione i due punti (1,1,1) e (—1,—1,—1). Per la classifica-
zione, calcoliamo la matrice Hessiana

I
Hf(w,y,2)=| 2 55 @
y oz %
In (1,1,1) tale matrice diventa
2 11
A=HfQ,1L,)=[1 2 1 ];
1 1 2

dato che A7 = 2 > 0, detAy = 3 > 0 e detA = 4 > 0, se ne deduce che A ¢ definita positiva
e quindi il punto (1,1,1) & un punto di minimo locale stretto. Per quanto riguarda il punto
(=1,—1,-1) si ha che Hf(-1,—1,—1) = —A, e quindi la matrice ¢ definita negativa, da cui il
fatto che (—1,—1,—1) & un punto di massimo locale stretto.



Soluzione 4 Per calcolare il flusso uscente dalla superficie laterale di E utilizziamo il Teorema
della divergenze;

®(F,0F) = /

E

1+a?+y?
:/ dxdy/ (2% + y*)dz
{22 4y2<1} 20/aP 1y

:/ (2 + ) (1 4+ 2% + y* — 222 + y2)dxdy
{z2+y2<1}

divF(x,y, z)dzdydz = / (22 + y?)dwdydz
E

1
=2 2(1 4 0% — 20)odo = —.
W/()Q(JFQ 0)odo 30

Soluzione 5 Poniamo y = 22 — 3 ed otteniamo la serie
o0
1 n
>
n=1

questa € una serie di potenze in y con coefficienti a,, = % Siccome
lim "ya, =1,

se ne deduce che il raggio di convergenza & 1; siccome per y = 1 la serie non converge (si riduce
alla serie armonica che diverge), mentre converge per y = —1 (si riduce alla serie a segni alterni),
si trova che I'insieme di convergenza puntuale, in y & dato da y € [—1,1). Si avrd convergenza
uniforme per y € [—1,al, per ogni 0 < a < 1, mentre si avra convergenza totale per y € [b, a] con
—1 < b < a< 1. Per calcolare la somma g(y) della serie precedente, si nota che, dato che si ha
convergenza uniforme in [—1,a] per ogni a < 1, la funzione & derivabile in [—1,1) con

o0 o0 1
/ _ -1 __ _
gw=> " —Zy”——l_y,
n=1 n=0

da cui il fatto che

Yol 1
—— =—log(l—y)=1In .

9(y) = g(0) + /Oy g'(t)dt =

Tale identita & valida per y € (—1, 1) percheé abbiamo dovuto usare i Teoremi di derivazione per serie
e di integrazione per serie. Si nota pero che la convergenza uniforme nella variabile y nell’intervallo
[-1,1) implica la continuita di g in [—1,1). Essendo anche la funzione In ﬁ continua in y = 2 se
ne deduce che

1 1 = (=1)”
In-= lim In = lim g¢g(y) = Z (=1 .
2 y——1- 1-— Yy y——1- el n
Passando alla variabile x, le condizioni da soddisfare sono —1 < 22 —3 < 1, da cui 2 < 22 < 4; si

avra quindi convergenza puntuale per
€ (-2,-V2]U[V2,2),
convergenza uniforme per

z € [~a,—V2] U [V2,a], VV2<a<?2



e convergenza totale per
x € [=b,—a] Ua,b), VW2 <a<b<2
Tenendo presente poi che f(x) = g(z? — 3), si ricava che

f(z) = —log(4 — x?), V2 < |z] < 2.
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Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

i+ Y@

1+

y(0)=1, ¢(0)=0.
Esercizio 2 Dato l'insieme
E={(z,y,2) €R®: "+ — gcosz+ 2> =2},

si dica se il punto (0,0, 1) appartiene ad E e se in tale punto sono
verificate le condizioni del teorema della funzione implicita. Si scrivano
quindi le equazioni della retta normale e del piano tangente ad E in
(0,0,1).
Esercizio 3 Determinare il cono retto a base circolare di volume mas-
simo inscrivibile nella sfera di raggio 1.
(Sugg; Si disegni il cono di raggio di base , altezza h, con vertice nel punto (0,0,1) e cerchio di base

ottenuto intersecando la sfera col piano orizzontale z =1 — h)

Esercizio 4 Si dica se 'insieme illimitato definito da

1
E=S(r,y2) eR:0<2<
{ (14 /22 +y?)3
¢ misurabile; se ne determini quindi il volume.
Esercizio 5 Dopo aver scritto la serie di Taylor centrata in 0 della
funzione f(z) = e~*" si scriva lo sviluppo in serie della funzione degli
errori di Gauss definita da

A
erf(z) = ﬁ/@ e "dt.

Si discutano le varie convergenze e si motivino le risposte.



Soluzione 1 L’equazione data ¢ un’equazione differenziale del secondo ordine lineare completa
a coefficienti non costanti; puo essere ridotta ad una equazione del primo ordine data la non
dipendenza esplicita da y ponendo v(z) = y/(z). Si giunge quindi al Problema di Cauchy per v
dato da

’U/(.T)—I—% = z?

v(0) = 0.

L’equazione ¢ lineare del primo ordine con coefficienti a(z) = %H e b(x) = 22, definiti in R\ {—1};
il dato iniziale & dato per 2o = 0, quindi il problema va risolto nell’intervallo (—1, +00). Ponendo

Az) = /OI a(t)dt =log(l + x),

la soluzione del problema sara data da

T 4 3
v(z) = e~ A®) (U(O) +/O eA(t)b(t)dt) = T D) + STl

La soluzione y si otterra quindi integrando 1’espressione trovata,

.T4 .T3 .T2 x

* 1
=y(0 tydt=1+ —+ — — — + — — —log(1 .
) =0)+ [ oty =1+ Tg + 35— 52+ 75~ g5 loa(1 o)

Soluzione 2 Sostituendo i valori (0,0, 1) nella funzione
flz,y,2) = T _pcoszd 22— 2
si vede subito che f(0,0,1) = 0. Inoltre, dato che
Vi(z,y,2)= (2xem2+~y2 —cosz,2ye” TV xsinz + 2z)

e si ricava che

Vf(ovoa 1) = (7 C0815072> 7é (05070)5

quindi il Teorema della funzione implicita si applica e localmente E intorno a (0,0,1) pud essere
visto come grafico sia rispetto ad = che rispetto a z. La retta normale sara parametrizzata da

r(t) = (0,0,1) + t(—cos1,0,2) = (—tcos1,0,1+ 2t),
che in forma cartesiana puo essere anche scritta come
y=20
2z + zcos1 = cos 1.
L’equazione del piano tangente invece sara data da
—xcosl+ 2z =2.

Soluzione 3 Stiamo considerando un cono con vertice in (0,0, 1), altezza h e raggio di base r; il
cerchio di base si ottiene intersecando la sfera di raggio 1 con il piano z = 1 — h. Le due variabili
r ed h sono quindi soggette al vincolo

P+ (1-h)?=1



e il problema ¢ la massimizzazione della funzione volume

mhr?
V(r,h) =
(rh) =
con tale vincolo. Introduciamo quindi la funzione di Lagrange
mhr?

F(r,h,\) = AP+ (1-h)?-1).

3

Imponendo le condizioni di punto stazionario vincolato si trovano le equazioni

2mhr _ 9)r =0
T2 12Nl —h)=0

24 (1-h)?=1.
Tale sistema ha per soluzioni

r=h=0,A=0, r=0h=2X\=0,

e
2v/2 4 4
— _\/_’ h=—-)\= i
3 3 9
Nei primi due casi il volume & zero, mentre nell’ultimo caso il volume ¢ dato da
32
V=22
81"

che sara quindi il massimo volume.

Soluzione 4 L’insieme dato puo essere scritto come unione

oo
E=|]JE,
h=1
con Fj insiemi invadenti dati da

Ep={(z,y,2) eR®: 2> + > <h?%,0< 2 <

1
(1+\/m)3}

insiemi limitati misurabili. Quindi F ¢ misurabile; siccome

Vol(Ey) / dzdy / (Hm)sd
By,
27
:/ dﬂ/ dg
h
- +
{1+Q (1+9) ]o

(L1 1
—T\2 T 1+n 20+ h2)

Siccome Vol(E}p) — 7 per h — 400, ne segue che

Vol(E) =7




Soluzione 5 Possiamo utilizzare lo sviluppo in serie della funzione esponenziale

la convergenza e per ogni y € R con convergenza totale e uniforme sugli insiemi chiusi e limitati.
Ponendo y = —x2, si trova che
oo

k=0 ’

Dato che si ha convergenza uniforme, per ogni z € R possiamo integrare per serie per otttenere

che
22+

2 o0
7t e
erf(z \F/ dt= > (-1 k' K2k +1)

k=0
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Esercizio 1 Determinare I'integrale generale della seguente equazione
differenziale:

y(@)y"(t) — /(1) —y'(t) =0
e si discuta il dominio di esistenza delle soluzioni.

Esercizio 2 Dopo aver disegnato approssimativamente il sostegno del-
la curva la cui equazione in coordinate polari e

0o=1—cosv, v e [0,7/2],

se ne determini la lunghezza. Si riparametrizzi quindi la curva utiliz-
zando il parametro d’arco.

Esercizio 3 Dopo aver determinato il volume dell’ellissoide in R? di
semiassi positivi a, b e ¢, si determinino gli ellissoidi di volume massimo
e minimo tra quelli per cui a + 2b+ 3¢ = 7.

Esercizio 4 Dopo aver determinato I’equazione del piano T tangente
nel punto (1,1, 1) la superficie

427 -T2 +3y+1=0;
si determini quindi il volume della porzione E del cilindro
{(,9,2) eR’: (z = 1)’ + (y = 1)* < 1}
compresa tra il piano T e il piano {z = 0}.

Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale e uniforme della succes-
sione di funzioni f, : R — R,

()

2"x

12



Soluzione 1 L’equazione data ¢ un’equazione autonoma, nel senso che non compare esplicita-

mente la dipendenza dalla variabile indipendente ¢; in tal caso si pone quindi y'(t) = z(y), da cui

y'(t) = Lz(y(t) = 2'(y)y'(t) = 2'(y)z(y). L'equazione diventa quindi

yz(y)z'(y) — 2*(y) — 2(y) = 0;

la funzione z = 0 ¢ soluzione, nel qual caso si ottengono le soluzioni y(t) = cost. Per cercare le
equazioni diverse da 0, possiamo dividere per z ed ottenere

T —
yz'(y) = 2(y) + 1.
Se cerchiamo la soluzione y diversa da zero, possiamo anche riscrivere

/ 7Z(y)+1
Z(y)—iy -

Tale equazione & una equazione a variabili separabili con a(y) = i e b(z) = z+1, i cui domini

sono R\ {0} e R rispettivamente. Il caso b(z) = 0 si ottiene quando z = —1, che corrisponde a
y(t) = —t + ¢ che saranno quindi altre soluzioni. Altrimenti, siamo ricondotti a risolvere
Zy) 1
2y +1 oy

che ha come soluzione
log|z(y) + 1| =logly[ +c1, 1 €R,

cioe (notare che la costante ¢; cambia passando alla seguente espressione)
l2(y) + 1 =alyl,  a>0.

Eliminando il valore assoluto e tenendo presente che anche la soluzione nulla e accettabile, si
ottengono le soluzioni
z2(y) = a1y — 1, c1 € R

A questo punto si tratta di risolvere ’equazione
y'(t) = cry(t) — 1;

tale equazione ¢ ancora un’equazione a variabili separabili che ammette sicuramente la soluzione
c1y = 1, cioe y = 1/¢1 nel caso in cui ¢; # 0; altrimenti le soluzioni si ottengono integrando

y'(t) _
/ cy(t) — =t

da cui la soluzione in forma implicita (se ¢; # 0)
log |e1y(t) — 1] = e1t + e,

cioe
c1y(t) = 1+ coet, c1,c2 € R

Tali soluzioni sono definite per ogni valore di ¢t € R.

11



Soluzione 2 Per il calcolo della lunghezza della curva, possiamo usare la formula valida per curve
espresse in coordinate polari

/2 /2
l :/ V()2 + o' (9)2dd = / V(1 = cos )2 + sen 20dd)
0 0

/2 /2 1 — /2
:\/5/ \/1—cosz9d19:2/ \/%Sﬂd19:2/ sen§d0:4—2\/§.
0 0 0

Con il medesimo conto, si ricava il parametro d’arco s : [0, %] — (0,4 —2V/2]

b t
s(t):2/0 sen§d19:4<1—cos§);

ricavando ¢ in funzione di s si ottiene

S
t=2 (1 _ —) .
arccos 4

La riparametrizzazione in lunghezza d’arco sara quindi data da

©(s) = p(s(t)) = r(t) = o(t)(cost,sent) = % (52 —85+8,(4—5)V8s — 52) .

Soluzione 3 1l volume dell’ellissoide & dato da
V(a,b,c) = 4?Wabc
che rappresenta la nostra funzione da massimizzare e minimizzare sul vincolo
E={(a,bc) ER*:a>0, b>0, ¢>0, a+2b+3c=T7}

Tale insieme ¢ la parte del piano a 4 2b+ 3¢ = 7 contenuta nel quadrante con a, b, ¢ positivi; € un
insieme bidimensionale chiuso e limitato. Possiamo proceedere in due modi differenti; possiamo
sostituire il vincolo a = 7 — 2b — 3¢ e determinare il massimo e il minimo di

4
F(b,e) =V (T—2b—3¢,b,c) = ?ﬂ-(?bc — 2b2c — 3be?)

sull’insieme

F{(b,c)eﬂ@?:ogbgg,ogcg@},

oppure possiamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange applicato alla funzione
4
V(a,b,c) = ?ﬂ-abc —Ma+20+3c-17)

in cui andranno considerate anche le restrizioni a > 0, b > 0, ¢ > 0. Procederemo utilizzando il
primo metodo; si noti anzitutto che f & positiva e che si annulla precisamente nei punti del bordo
di F, cioe quando o b = 0, o ¢ = 0 oppure 2b + 3¢ = 7 che saranno quindi tutti punti di minimo
con valore minimo uguale a 0. Per determinare il massimo cerchiamo i punti stazionari interni ad
F; poniamo quindi la condizione V f(b,c) = 0 che, a parte il fattore 4T & data da

3
e(T—4b—3¢) =0
b(7 — 26— 6¢) = 0.

Tale sistema ha come soluzioni i punti (0,0), (7/2,0), (0,7/3) e (7/6,7/9); quest’ultimo & 'unico
punto interno ad F' che sara quindi il punto di massimo volume con volume pari a

686
243"

12



Soluzione 4 Per determinare il piano T applichiamo il Teorema della funzione implicita alla
funzione f(z,y,z) = 23 + 2y? — 723 + 3y + 1; dato che Vf(x,y,2) = (322,4y + 3, —2122), si trova
che

Vf(1,1,1) = (3,7, —21).
Quindi le condizioni per applicare il Teorema della funzione implicita sono soddisfatte (rispetto a
tutte e tre le variabili) e ’equazione del piano tangente sara data da (3,7, —21)(z—1,y—1,2—1) = 0,
da cui 'equazione

3z + Ty —21z+11=0.
Si noti ora che all’interno del cilindro z > 0 e y > 0, da cui 21z = 3z + 7y + 11 > 11 > 0; il volume
di E sara quindi dato da

3a 4Ty + 11

Vol(E) :/ dxdy/ dz :/
{(z—1)2+(y—1)2<1} 0 {(z—1)2+(y—1)2<1} 21

Passando ora alle coordinate polari centrate in (1,1)

xr—1=pcos?
y—1=psend

3z4+Ty+11
21

dxdy.

otteniamo

27 1
Vol(E):/ d19/ 3@COSl9+7QS€n19+21QdQ:7r
0 0 21

Soluzione 5 Le funzioni della successioni sono dispari, quindi possiamo restringere lo studio a
x > 0. Le funzioni si annullano per x = 0, mentre per x > 0 abbiamo che

fulz) =

1 x

1=
na? + oow

—0

per n — +o0o. Quindi la successione converge puntualmente su tutto R alla funzione f(z) = 0. Per
la convergenza uniforme, dobbiamo studiare

sup | fu(2)|.
x>0

Dato che f,(0) =0, fuo(x) = 0 per z — 400 e fp(z) > 0 per & > 0, le funzioni f, avranno un
massimo positivo per x > 0, che determiniamo utilizzando le derivate; dato che

27(1 — n2"a?)

Atn2ia2p "

fula) =
se e solo se x,, = W in cui la funzione vale
2n/271
\/ﬁ
per n — +oo. Quindi la convergenza non ¢ uniforme su R. Siccome la successione x,, tende a 0
per n — 400, ci si puo domandare se la convergenza ¢ uniforme su intervalli che non contengono

Porigine, cioe¢ sugli intervalli [a, +00) con a > 0; su tale intervallo, una volta fissato n in modo che
Zn < a, avremo che f, & monotona decrescente e quindi f,(z) < f,(a) per x > a, ciog

2"a
S R
sup [fu(@)] = 5 FReCT

fn(wn) =

— +00

—0

per n — 400, da cui la convergenza uniforme su [a. + 00).

13
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Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy;

{ y'(t) =yt)y' (1),

y(0) =0, ¥'(0)=1;

della soluzione trovata se ne individui il dominio e se ne tracci un
grafico qualitativo.

Esercizio 2 Calcolare divergenza e rotore del campo vettoriale
- ) eV eV
F(z,y,z) = (—y sen (zy), — + cos(ry) — xysen (vy), ——) :

z

si determini quindi il lavoro f7 F-d5 di F lungo la curva chiusa v(t) =
(cost,sen t,2), t € [0, 27].

Esercizio 3 Si determinino e si classifichino i punti stazionari della

flr,y) = Va2+y?—y* —1;

si scrivano quindi le equazioni del piano tangente e della retta normale
al grafico della funzione nel punto (—1,—1).

funzione

Esercizio 4 Determinare massa e baricentro della superficie
S {(op ) RS m 1 VTR 47 < 1)
con densita o(z,y, 2) = z.

Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale e uniforme della succes-
sione di funzioni

fn(z) = nre ™™, reR

e dire, motivandolo, se

lim +OO fo(z)de = /+OO lim f,(x)dx.
0

n—-+00 0 n—-+00



Soluzione 1 L’equazione data ¢ un’equazione autonoma, nel senso che non compare esplicita-
mente la dipendenza dalla variabile indipendente ¢; in tal caso si pone quindi y'(t) = z(y), da cui
y'(t) = Lz(y(t) = 2'(y)y'(t) = 2’(y)z(y). Tenendo conto che il dato iniziale & z(0) = z(y(0)) =
y'(0) = 1, si ottiene il Problema di Cauchy

_ y?42
{ y(t) =552
che ¢ un problema a variabili separabili la cui soluzione ¢ data da
t
V2 arctan (%) =1,

cioe .
y(t) = V2tan (%) )
Soluzione 2 Con calcoli diretti si trova che
divE(z,y, 2) = —y(y? + 2) cos(zy) — 2sen (zy) + 2—2(22 +2),
mentre .
rotF(z,y,z) = 0.

Dato che il dominio del campo F & R3\ {z = 0} (unione di due domini semplicemente connessi)
e la curva v € una curva chiusa contenuta nel dominio di F', se ne deduce, dal Teorema di Stokes
(teorema del rotore) che il lavoro del campo lungo ~ € nullo, cioe

/ﬁ-ds-':o.
vy

Soluzione 3 Il gradiente della funzione ¢ dato da

€ )
Vf(x,y) = (\/x2+y27 NeeEwT: 2y>.

Tale gradiente si annulla nei due punt (0,1/2) e (0,—1/2). Per classificare questi due punti
stazionari, scriviamo la matrice Hessiana;

2

y oy
(22 +y2)3 (22 +y2)3
Hf(z,y) =
Y z2

— : __9
(z2 +y2)2 (a2 +y2)3
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che nei punti stazionari diventa

Hf((),i%)(é _02)

Se ne deduce che i due punti stazionari sono punti di sella in quanto la matrice Hessiana & indefinita.
Per scrivere I'equazione del piano tangente utilizziamo la formula

z = f(:CanO) + vf(anyO) : (:E —Zo,Y — yO)a

con (z9,90) = (—1,—1). In tale punto abbiamo f(—1,—1) = v/2-2e Vf(~1,-1) = (=1/v2, —1/v2+
2), e quindi il piano tangente avra equazione

z+ (1-2v2)y +v2z =0.

Per quanto riguarda la retta normale, dato che il vettore (1,1 — 21/2.4/2) & ortogonale al piano
tangente, ’equazione parametrica della retta normale sara data da

r(t) = (=1, -1,v2 = 2) + (1,1 — 2v2.V/2).
Tale retta in coordinate cartesiane e descritta da

(V2 -1z +y=—-2v2
V2 — 2z =2.

Soluzione 4 La superficie in considerazione ¢ il grafico della funzione

g(x,y) =1— a2 +y?

sul dominio D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. La funzione g non & differenziabile in (0,0) e
quindi la superficie non sara una superficie regolare nel punto (0,0,1). Infatti, ¥ & la superficie
laterale della parte di cono con vertice in (0,0, 1) e compresa tra i piani z =0 e z = 1; tale cono &
quindi singolare nel vertice. Per determinare la massa di X possiamo quindi considerare il seguente
integrale di superficie

M(®) = [ ooz = [ 2= = [ o) VIT Vo )Pdady
b o D
2 1 7T\/§
=" (1— 22+ y?)dedy = \/5/ dﬂ/ (1—0)odo=—.
{z24y2<1 0 0 3

Per quanto riguarda il baricentro, avremo che, per motivi di simmetria, z = § = 0, mentre per la
coordinata Zz abbiamo

_ 1 / 3v2 9
z=—— | zo(z,y,2)dX = — 1 — /22 + y2)°dzdy
M) Js ( ) ™2 {z2+y2§1}( )
V2

1

\v}

11 baricentro avra quindi coordinate (0,0, %)

Soluzione 5 Per lo studio della convergenza puntuale, notiamo che per x = 0, f,,(x) = 0 per ogni
n € N, mentre per x > 0

lim nze ™™ =0,
n—-+oo
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eperz <0

lim nxe ™™ = —oc.
n—-+o0o
Quindi la successione converge puntualmente su [0, +00) alla funzione f(x) = 0, mentre diverge a
—oo nell’intervallo (—o0,0). Per quanto riguarda la convergenza uniforme, ha senso studiarla solo

in [0, +00); dobbiamo quindi studiare

sup |fn($)_f(‘r)| = sup fn(x)
z€[0,+00) z€[0,+00)

in quanto f(z) = 0 e fn(x) > 0 per x > 0. Tenendo presente che f,(0) = 0 e f,(x) — 0 per
& — 400, determiniamo il massimo della funzione per x € (0, +00) calcolando la derivata di f,, (la
funzione ¢ di classe C! e quindi possiamo calcolare le derivate). Troviamo che

fl(z) = e " (n — nz).

Tale derivata si annulla per z = 1/n dove la funzione vale f,,(1/n) = 1/e. Questo vuol dire che

tm_sup|fale) — (@) = 1 #0,

n=+0 3¢[0,+00)

cioé¢ non abbiamo convergenza uniforme su tutto [0,+00). Possiamo cercare di vedere se vi &
convergenza uniforme su sottoinsiemi di tale intervalli; siccome il massimo della funzione f,, lo si ha
nel punto 1/n, punti che tendono a 0 per n — 400, possiamo studiare la convervenza uniforme negli
intervalli [a,4+00) con a > 0. In tal caso abbiamo che, se 1/n < a, allora f,(z) < f,(a) = nae™"*
per ogni x € [a, +00). Quindi

lim  sup |fu(z) = f(z)|= lim nee "* =0,

n—-+oo mE[a,Jroo) n—-+oo

cioe si ha convergenza uniforme in [a, +00) per ogni a > 0. Per quanto riguarda 1'ultimo integrale,
non possiamo applicare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale per due motivi;
il primo ¢ la mancanza di convergenza uniforme, il secondo il fatto che I'intervallo di integrazione
¢ illimitato. Ciononostante, in questo caso si trova

+oo
/ f(z)dx =0,
0

mentre

+o00 1
/ fo(x)de = — =0, per n — +o0.
O n

Quindi, anche se non si ha convergenza uniforme e anche se 'integrvallo ¢ illimitato, puo ancora
essere vero che l'integrale del limite € uguale al limite degli integrali.
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Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 18 luglio 2011

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy;

{ Y () + 2y (1) + y(t) = &,
y(-1) =0, y(-1)=e.
Esercizio 2 Si consideri la superficie ¥ ottenuta ruotando attorno
all’asse z la curva parametrizzata nel piano xz in coordinate polari da
T
Q(t) =1 —sent, t € [—5,5} ;
discutere la regolarita di ¥ e calcolarne I’area. Scrivere infine le

equazioni del piano tangente e della retta normale a > nel punto
V2 V2

(55 =% 0).

Esercizio 3 Sia E il sottoinsieme limitato di R?® con OF dato dalla
superficie Y dell’esercizio precedente; si calcoli il flusso uscente da E

del campo

ﬁ(x’ y,2) = (z+ Y2z, €™ 4y, arctan(ze?) + z).
Esercizio 4 Determinare i punti di massima e minima distanza dal-
I'origine dei punti dell’insieme

E={(r,y,2) €R’: 2* + ¢y* = 2* 2 + ¢* = 22}.
Esercizio 5 Scrivere la serie di Fourier della funzione 27 periodica
fi[-m7n] =R

f(z) = x(1 4 cosx);

discutere quindi le varie convergenze (puntuale, uniforme e totale) e
utilizzare tale serie per determinare

- 1
2 T

n=2



Soluzione 1 Risolviamo anzitutto I’equazione omogenea associata; dato che il polinomio caratte-
ristico ¢ dato da p(\) = A2 4+ 2\ = (A + 1)2, avremo che la soluzione dell’omogenea &

y(t) = (c1 +tez)e

Per determinare la soluzione particolare, applichiamo il metodo della variazione delle costanti; si

arriva al sistema
{ che i+ chtet =0
—t

—dleTt+ (1 —t)et = &

la cui soluzione & ¢f = —1, ¢;, = 1/t, cioe ¢1(t) = ¢1 — t, ca(t) = co + log [t|. La soluzione generale
dell’equazione differenziale sara quindi data da

y(t) = (c1 +tea —t +tlog[t|)e".

Per la determinazione delle due costanti, utilizziamo le condizioni iniziali; troviamo che ¢; =0 e
c2 = 1; la soluzione del Problema di Cauchy sara quindi data da

y(t) = te 'logt|.
Soluzione 2 Si ottiene la parametrizzazione di ¥ con
r(t,s) = (1 —sent)(costcos s, costsen s, sent), (t,s) € [—g, g} x [0, 27].
Dato che
e X 75 = (1 — sent)(cos s cos® t(1 — 2sent),sen s cos® t(1 — 2sent), — cost(2sen >t — sent — 1)),

troviamo
3
2

re(t, s) x 74(t, s)|| = cost(1 — sent)2V/2.

Questo mostra che la parametrizzazione & regolare, eccettuato che per ¢ = +7/2; ma questi pun-
ti sono inevitabilmente irregolari in quanto in corrispondenza di tali valori otteniamo punti che
appartengono all’asse di rotazione. L’area di X sara quindi data da

w/2 2m /2 3 32
AX) = / dt/ lre(t, s) x rs(t, s)||dtds = 2\/§7r/ cost(l —sent)2dt = —m.
—m/2 0 —m/2 o
Per le equazioni della retta normale e del piano tangente, si noti che il punto
(V2/2,-v2/2,0)
7

1

(v Ve
=Tt

viene raggiunto in corrispondenzadit =0e s =
dal vettore i = r; X rg che ¢ dato da

m; in tale punto la direzione normale ¢ individuata

e quindi I’equazione parametrica della retta normale ¢ data da

Vi V2 Vi V2
(7"7’(’) ” (7"7’1>
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che in coordinate cartesiane diventa

{ 2 — V22 =2
2y + 2z = —V2.

Per il piano tangente tangente sara dato invece dall’equazione
2 2
- (z %_,er%,z) =0,

cioe dall’equazione

x—y—i—\/iz:\/i.

Soluzione 3 Per il calcolo del flusso di F possiamo utilizzare direttamente la definizione, dato
che abbiamo a disposizione la parametrizzazione di . Conviene perd notare che

divﬁ(:c,y, z) =3,

e quindi se applichiamo il Teorema della divergenza otteniamo che

O(F, %) = / divF(z,y, z)dedydz = 3Vol(E).
E

Per il calcolo del volume di E utilizziamo le coordinate sferiche, modificate come segue (in pratica
si sta cambiando ’angolo azimutale ¢ con 7/2 —t

T = QCoSScost
T
y = psenscost t =€ [——,—},86[0,271‘].
_ 2°2
z = psent

In questo modo otteniamo che

27 /2 l1—sent
Vol(E) :/ ds/ dt/ 0% costdp
0 -x/2  Jo

2 7T/2
:—ﬂ'/ (1 —sent)3 costdt =,
3 —7/2

da cui B
O(F,X) = 3.

Soluzione 4 Si tratta di massimizzare e minimizzare la funzione f(z,y,z) = 22 + y? + 22 (o
meglio, la sua radice quadrata) con due vincoli, 22 + y? = 22 e 22 + y? = 2z. Utilizziamo quindi
due moltiplicatori di Lagrange

f(‘raya Z) + )‘(:L'2 + y2 - ZQ) + ,U/(ZE2 + y2 — 2.’L‘)

Si giunge quindi al sistema
20+ 2 x4+ 2pr — 2 =0
2y 42Xy +2py =0

2z(1-X) =0
22 % = 22
22 +y? =2z

che ha come soluzioni (0,0,0) con moltiplicatori arbitrari e (2,0,£2) con moltiplicatori A = 1 e
@ = —4. In corrispondenza di (0,0, 0) si ha la minima distanza 0, mentre nei due secondi punti la
funzione f ha massimo vincolato pari a 8, da cui il fatto che la massima distanza & data da 2v/2.
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Soluzione 5 La funzione data ¢ dispari, quindi tutti i coefficienti a,, sono nulli. La funzione,
estesa per periodicita a tutto R & continua; quindi sappiamo gia che si ha convergenza totale su
tutto R della serie di Fourier, quindi anche semplice e uniforme. Per il calcolo dei coefficienti,
abbiamo che

2 s
by, = —/ 2(1 + cos x)sen (nx)dz.
0

™

Dalle formule di Prostaferesi, abbiamo che

cos xsen (nx) = % (sen ((n — 1)) +sen ((n + 1)x)) .

Dobbiamo quindi distinguere i casi n =1 e n > 1; nel primo caso troviamo che

3
bl - 57
mentre nel secondo caso
, 21
" nn?-1)

Otteniamo quindi lo sviluppo di Fourier
3 — (="
fx) = gsena +2 7;2 %sen (nx)
Per concludere, dalla formula di Parseval, otteniamo che
15 i - 9 - 1
3 _ 25 2 _ J
T = 7ﬂf(z) dzfﬁ;bnfﬂ <4+4;n2(n2—1)2> .

da cui
oo

Z;Jﬁfﬁ
2212 4 16

n=2
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Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 5 settembre 2011

Esercizio 1 Determinare I'integrale generale della seguente equazione
differenziale:

ty*(t)y'(t) = £ + 4 ().

Esercizio 2 Determinare e classificare i punti stazionari liberi della
seguente funzione:

f(x,y) = aylog(zy®) + 2%y

Esercizio 3 Scrivere le equazioni del piano tangente e della retta
normale al grafico della funzione

_ Y
f(x’y)_l—i—xQ—l—y?

nel punto (1, 1).

Esercizio 4 Si calcoli il seguente integrale triplo:

.%’2
———dxdydz,
/Ex2+22 4
con B ={(z,y,2) €R*: 2 + > + 2 < 2,2 — y* + 2> < 0,y > 0}.

Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale, uniforme e totale della
seguente serie di funzioni:



Soluzione 1 L’equazione data puo essere vista sia come equazione di tipo omogeneo, oppure
ricondotta ad una lineare; vediamo questo secondo metodo. Ponendo v(t) = y3(¢), si ottiene
I’equazione
3u(t)

t

che & lineare del primo ordine con a(t) = % e b(t) = 3t2. La soluzione diventa quindi

v(t) = |t? <c+/%dt.)

v(t) = et® +3t3Int

V' (t) = 3t +

Per ¢t > 0 si ottiene la soluzione

da cui
y(t) =t 3\ c+Int3,

mentre per ¢ < 0 si ottiene
v(t) = et® — 3t3In(—t)

y(t) =t >\/c—3In(—t).

da cui

Soluzione 2 Poniamo
Vi(z,y) = (yIn(zy?®) +y + 2y, zIn(zy?) + 22 4+ 2%) =0,

da cui le soluzioni (1, 4e~3/2) che sono gli unici due punti stazionari. Scriviamo quindi la matrice
Hessiana che e data da

442y In(zy?) + 3 + 2x
Hf(z,y) = ( In(zy?) + 3 + 2z n '

Troviamo quindi che
_ 3e73/2 2 _ —3e73/2 2
Hf(l,e 3/2): ( 92 263/2 ); Hf(lyfe 3/2): ( 9 —263/2 )a

da cui si deduce che (1, e~3/2) & un punto di minimo locale mentre (1, —e?/2) & un punto di massimo
locale.

Soluzione 3 Per scrivere ’equazione del piano tangente usiamo l’equazione

da cui
r+y—9z2+1=0.

Per la retta normale, basta tener presente che (1,1, —9) ¢ la direzione ortogonale, quindi avremo
che la forma parametrica della retta ¢ data da

r(t) = (1,1, %) +(1,1,-9).
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Soluzione 4 Passiamo alle coordinate cilindriche lungo ’asse y, otteniamo
/ o0 cos? VdtdodV

dove
E'={0e0,2r],0<1,0<t</2— ¢}

Si ottiene quindi che

562 2T 1 \/2—02 1
/ ———dwdydz :/ d19/ dg/ ocos?Idt =1 |—=(2 — ¢%)
BTtz 0 0 0 3

.’L'2
V2 -1
=27 3

1

Nlw

i
3 0

Soluzione 5 Dato che
|sen (nz)] 1
SUp —"5— = 3
z€ER n n
e la serie di 1/n? converge, se ne deduce che la serie converge totalmente su tutto R e quindi
converge anche puntualmente e uniformemente su tutto R.

24



Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 9 gennaio 2012

Esercizio 1 Determinare tutte le soluzione dell’equazione differenzia-
le

Y (1) = y(t)(y(t) — 2);
si traccino quindi in un unico disegno i grafici qualitativi delle cinque
differenti soluzioni per cui y(0) = —1, y(0) =0, y(0) =1, y(0) =2 e
y(0) = 3, discutendone i domini di definizione.

Esercizio 2 Dire se e dove si puo applicare il teorema della funzione
implicita per concludere che I'insieme

2 2
E:{(x,y,z)ER3:%+y2+z2:1,x2+%+z2:1}

e, localmente, una curva. Provare a determinare £ mediante parame-
trizzazioni.

Esercizio 3 Determinare e classificare i punti stazionari della funzio-

ne
2

fx,y) = aye ™V
Esercizio 4 Dire se I'insieme illimitato
E={(z,y,2) €R:0< 2z < |In(z* +y*)],0 < 2* +¢* < 1}
e misurabile e, in caso, determinarne il volume.

Esercizio 5 Studiare, al variare di p € R, la convergenza puntuale e
uniforme della successione di funzioni f,, : R — R,

folx) = nPriesnVlel,



Soluzione 1 L’equazione é una equazione differenziale del primo ordine che puo essere trattata sia
come equazione di tipo Bernoulli che a variabili separabili; optiamo qui per quest’ultimo approccio.
In tal caso stiamo considerando ’equazione

y'(t) = a®)b(y(t),  a(t)=1,b(y) =y(y —2).

Tali funzioni sono continue e b(y) = 0 se e solo se y = 0 0 y = 2; abbiamo quindi le due soluzioni
stazionarie y(t) = 0 e y(t) = 2. Cerchiamo quindi le soluzioni non staziorie integrando I’equazione

-
y(®)(y(t —2))

otteniamo quindi la soluzione in forma implicita

y'(t) = 1;

t)—2
ln’y() ‘2t+c;
y(t)
tale espressione e equivalente a
t) —2
‘y( ) } C€2t, c> 0
y(t)
oppure
t)—2
y()i = ce?t, c # 0.
y(t)
Ricavando esplicitamente la soluzione, troviamo
2
y(t) = T cedt’ c#0.

Inc

Tali soluzioni sono definite per ogni t € R se ¢ < 0, mentre sono definite per t # —=° nel caso
in cui ¢ > 0. Le soluzioni che soddisfano le condizioni y(0) = —1, y(0) = 1 e y(0) = 3 sono date
rispettivamente da

2 2 6
= — yt) = ——— y(t) = ——
y(t) = 75 y(t) 1Jre%,y() P

che ¢ quindi definita per t € (— 1“23,+oo) (si tenga presente che la condizione iniziale & stata data

per to = 0) nel primo caso, su tutto R nel secondo e per ¢t € (—o0, 1“73) nel terzo caso. Le soluzioni

che soddisfano le condizioni y(0) = 0 e y(0) = 2 sono le due soluzioni stazionarie y(t) = 0 e y(t) = 2
rispettivamente. I grafici di queste soluzioni sono riportate in Figura 1.

Figura 1: Grafici delle soluzioni trovate.
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Soluzione 2 L’insieme E & il luogo degli zeri della funzione g : R? — R2,
22 2
g(l‘7ya2) = (Z +y2+22_ 17I2+yz+22_ 1) ’

cioe FE e l'intersezione di due ellissoidi, uno di semiassi 2, 1 e 1, e 'altro di semiassi 1, 2 e 1. La
matrice Jacobiana di g & data da

g 2y 2z
Dg(z,y,2) = ) ;
2 Z 2
X 2 z

tale matrice ha rango 2 sicuramente se © # 0 e se y # 0, mentre nel caso in cui z = y = 0 la
matrice ha rango 1 se z # 0 e rango 0 se z = 0. Siccome il punto (0,0,0) non appartiene ad F,
se ne deduce che il teorema della funzione implicita si applica su F eccetto che nei punti in cui
x=y=0ez==l1, cioe nei due punti (0,0,1) e (0,0,—1). Quindi, eccettuato questi due punti,
I'insieme é localmente attorno ad ogni suo punto una curva. E non sara globalmente una curva; si
puo vedere pero che e dato dall’'unione di due curve. Infatti, se cerchiamo di risolvere il sistema

2

€L 2 2
- _—1
+y +z

2

2, Y 2
I _—1

T+ + z ,

sostituendo la prima condizione 2% = 1 — 22 /4 — y? nella seconda espressione si trova che x? = y2,

cioe |z| = |y|. Questo significa che U'insieme E & contenuto nei due piano verticaliy = x e y = —x.
Sostituendo nuovamente l'informazione |y| = |z| nella prima equazione si ’espressione %z2+22 =1,
cioe I'insieme E visto nel piano zz ¢ un’ellisse di semiassi 2/v/5 e 1. Possiamo quindi utilizzare per
FE, tenendo presente che y = £z, le due parametrizzazioni

(a) I due ellissoidi che definiscono E (b) L’insieme E

2 2 . 2 2 .
ri(t) = %cost,%cost,smt ,ro(t) = %cost,fﬁcost,smt , t €0, 2n]

e quindi se ne conclude che I'insieme E ¢ dato dall’unione di due ellissi, una contenuta nel piano
y = x e una nel piano y = —z. Si veda la figura sottostante in cui sono rappresentati sia i due
ellissoidi che definiscono E 2(a) che I'insieme E 2(b).
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Soluzione 3 Iniziamo col scrivere il gradiente della funzione f;

Vi(wy) = eV (y(1 - 22°),2(1 — y?)).

Troviamo quindi che V f(z,y) = 0 nei cinque punti (0,0), (1/v2,1/v2), (1/v2,-1/v2), (=1/v/2,1/v/2)
e (—1/4/2,—1/4/2) che saranno quindi i punti stazionari di f. Per classificarli, scriviamo la matrice
Hessiana di f che & data da

_ x?y —6xy + 423y 1 — 222 — 22 + 4a%y?
Hf(x,y) =e ( 1—222 — 2y2 + 4x2y2 76:C’y + 4xy3 :

Troviamo quindi che

wron=(31). () m () (3 %)

() w83 )

Possiamo quindi concludere che (0,0) € un punto di sella (la matrice Hessiana ha determinante
uguale a —1 quindi un autovalore & positivo e uno ¢ negativo, cioe¢ la matrice & indefinita), i punti
(1/v/2,1/+/2) e (—1/4/2,—1/+/2) sono punti di massimo locale stretto in quanto la matrice Hessiana
¢ diagonale e gli elementi della diagonale sono entrambi negativi, mentre i punti (—1/v/2,1/v/2) e
(1/v/2,—1/+/2) sono punti di minimo locale stretto in quanto la matrice Hessiana & diagonale e gli
elementi della diagonale sono entrambi positivi.

Soluzione 4 L’insieme ¢ illimitato in quanto per z? + y* — 0 si ha che |In(2? + y?)| — +oc.
Possiamo quindi considerare gli insiemi

1
Ey = {(x,y,z) eR?®: 3 <2 +y*<1,0<2< |1n(w2+y2)l};

tali insiemi sono invadenti in quanto Ej, C Ep41 e

E = UEh.

heN

Gli insiemi Ej sono misurabili in quanto sono regolari essendo z—semplici; inoltre, passando alle
coordinate cilindriche, si ottiene che

27 1 2| 1n p| 1
Vol(ER) =|Ep| :/ drdydz :/ dﬂ/ ng/ dz = —47r/ oln odo
o 0 1/h 0 1/h

2 271
0 0 1 1
=47 |—Inp— — = 1——Inh— <) <.
{2 ne 4}1/}1 ﬂ-( 2h2n h2) m

Quindi

sup |Ep| < 7 < 400,
heN

cioe I'insieme F ¢ misurabile, ha misura finita data da

Vol(E) = |E| = lim |Ey| =m.

h—+oco
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Soluzione 5 Distinguiamo due casi; per = 0 si ha che f,,(0) = 0, mentre per x # 0
0 < nPate 8"VIel 5 0

per n — +oo. Quindi la successione f, converge puntualmente alla funzione f(x) = 0 su tutto R.
Per studiare la convergenza uniforme, dobbiamo calcolare

lim sup|fn(z) — f(z)] = lim sup  fn(x),
n%+oomeR| (z) — f(z)| m, s (z)

dove abbiamo sfruttato il fatto che f(x) = 0, f,(x) > 0 per ogni = € R e il fatto che le f,, sono
funzioni pari. Tracciamo quindi il grafico della funzione f,, per z > 0; essa vale 0 per x = 0, tende a
0 per  — +00, quindi il suo estremo superiore & un massimo interno a (0, +00). Per determinarlo,
calcoliamo la derivata di f;

fH(z) = 4nPa?(1 — ny/z)e V7.

n

Tale derivata si annulla esclusivamente per x = 1/n? dove la funzione vale

1
In (_2) = nP~ 878,
n

sup | fu(z) — f(2)| = nP~%e™®
zeR

Abbiamo quindi trovato che

e quindi
lim sup|fn(z) — f(z)| =0

n—-+oo zER

se e solo se p — 8 < 0, cioe p < 8. Notiamo inifine che per p = 8 allora

li - =e®
oA Sup | fo(@) = f(z)] = €7,
mentre per p > 8
lim su z) — f(z)| = +oo0.
Jlim_sup ()  F(z)| = +

In ogni caso, dato che i punti in cui eventualmente viene a mancare la convergenza uniforme sono
dati da 1/n? che tendono a 0 per n — +o0, si pud anche notare che la convergenza uniforme c’e
per ogni p € R a patto di considerare insiemi chiusi che non contengano lo 0, ad esempio intervalli
del tipo [a,+00) con a > 0.
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Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 2 febbraio 2012

Esercizio 1 Determinare l'integrale generale dell’equazione differen-
ziale

y"(t) = 3y (t) + 2y(t) = (2t — D)e™;
tra le soluzioni trovate, determinare quella per cui

tlg—nooy(t) =0
Esercizio 2 Studiare la regolarita della superficie > parametrizzata
da r:[0,1] x [0,27] — R3,
2

r(u,v) = (ucosv,usenv,uve " );

scrivere quindi le equazioni della retta normale e del piano tangente a
Y. nel punto r(1/2, ).

Esercizio 3 Determinare massimo e minimo della funzione
flz,y) =zy+y°
sull’insieme E = {(z,y) € R*: 22 + y* + zy = 1}.
Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale triplo
/ 2(y* — 2°)(2? + o) dadydz
E
con
E={(x,y,2) eR*:2>0,y>0,1<ay <2,
x2§y2§a}2+1,0§z§1}.

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

00
(2

E :716 n(z +$+1).

n=1

FACOLTATIVO: scrivere I'espressione analitica della somma della serie.



Soluzione 1 1l polinomio caratteristico associato all’equazione omognenea é dato da
p(A) =X =3X+2=(\-2)(\—1).
Quindi la soluzione generale dell’omogenea associata é data da
yo(t) = 1%t + coet.
La soluzione particolare va cercata nella forma
yp(t) = (at + b)e™;

inserendo tale funzione nell’equazione difrerenziale, si trova che a = 1/3 e b = 1/9. La soluzione
generale dell’equazione differenziale sara quindi data da

t 1
’y(t) = 61€2t + C2€t + (g + §) e_t.

Dato che, se ¢; # 0, allora

t

cre® + coet = ¥ (c) + cpe™t) ~ c1e?t = o

mentre le caso ¢y =0 e cy #0
coet — 00,
allora I'unica soluzione che soddisfa
lim y(t)=0
t— o0

é quella data da ¢y = ¢ = 0, cioé

Soluzione 2 la funzione r é di classe C! e

ru (U, v) X 7y (u,v) =

2
’U.2 u

(usen ve " — uv(1 — 2u?) cosve™™ | —u cos ve " — uv(1 — 2u?)senve™ , u);

si nota quindi che tale vettore si annulla per v = 0 mentre per u # 0 I'ultima componente é
sicuramente non nulla, quindi r, x 7, # 0. La superficie é quindi regolare per ogni u # 0 e per
ogni v. Dato che

1

1 1
7’(1/2,7T) = (5705 g€_1/4) ,Tu(l/Q,ﬂ') X TU(1/277T> = (ge_l/Zlv 756_1/45 5) )

si trova che la retta normale é parametrizzata da

LT i T oaa L sl
( 2,0,26 +t 1€ »— 3¢ '3

mentre il piano tangente é dato da
1 1 1
<—§€”4’ -3¢ 5) | <$ —pYE gew) =0,

27T$+4y—4261/4+ﬂ'=0.

cioé
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Soluzione 3 L’insieme E non ha parte interna, quindi andiamo a cercare subito i punti stazionari
vincolati. Dato che il vincolo é determinato dalla funzione g(z,y) = 22 + y? + xy — 1, verifichiamo
che le condizioni per applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange siano soddisfatte. Abbiamo
che

Vy(z,y) = (2x +y,2y + ©);

tale gradiente si annulla solamente in (0,0), ma tale punto non appartiene ad E. Questo significa
che F é, almeno localmente, una curva attorno ad ogni suo punto. Possiamo quindi introdurre la
funzione Lagrangiana

L(‘Taya )‘) = f(-T,y) - )\g(ZE, y)
e calcolare le sue derivate. Imponendo che tali derivate si annullino si arriva al sistema
y=A2zx+vy)

x+ 2y = Ma + 2y)
2?2+ y? 4oy =1.

la seconda equazione ha per soluzioni sia x 4+ 2y = 0 che A = 1. Nel primo caso troviamo sistema

A=-1/3
r+2y=0
3y =1,

cioé i due punti (—2/+v/3,1/v/3) e (2/+/3,—1/4/3) con moltiplicatore A = —1/3. Nel caso in cui
A =1 si trova invece

r=0
A=1
y? =1,

cioé i punti (0,1) e (0,—1) con moltiplicatore A = 1. Dato che

F(-2/VB/VB) = f(2/V3,-1/VB) =~

se ne conclude che
m%xf =1 assunto nei punti (0,1), (0,—1),

mentre

mEinf = —% assunto nei punti (—2/v/3,1/v/3), (2/V3, =1/v/3),

Soluzione 4 Troviamo anzitutto che, integrando rispetto a z € [0, 1],

1
/ z(y2 — x2)wy(z2 + y2)dzdydz =3 / (y2 — :EQ)””’(:E2 + y2)d:cdy
E D

con

D={(z,y) €eR*:2>0,y>0,1<ay <2,
0<y?*—2?<1}

Per calcolare tale integrale poniamo u = zy e v = 32 — 22; dato che il determinante Jacobiano
della mappa F(z,y) = (zy,y? — 2?) é dato da

detDF(x,y) = 2(z* + %),
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troviamo che, posto D' = {(u,v) e R?: 1 <u <2,0<v <1},

1/( 22 (2? + y?)dad *1/ v“dudvE/Qdu/lvudvlln§
2/, yerss =y 1., —1), ), “aty

. . (2?2 . L
Soluzione 5 Poniamo y = e~ (* t2+2) ¢ troviamo la serie di potenze

Fl) =Y nmy";
n=1

tale serie converge puntualmente per y € (—1,1) mentre converge uniformemente e totalmente in
ogni intervallo [—a, a], con 0 < a < 1. Dato che 2% + z + 1 > 7/4, ne deduciamo che

0 < e~ (@ +a+D) <e Tt < 1,

quindi per la serie di partenza converge totalmente per ogni x € R. Per calcolare la somma della
serie, notiamo che

- d
_ n—1 __ / — —
F) =y o =) = g (vF) - Fy),
dove abbiamo posto
- y
F(y) = "=
() ;:1 V=1,

Se ne conclude che

oy
fly) = e

In definitiva abbiamo dimostrato che per ogni z € R

[} (@ 4atl) 67(IZ+I+1)
Zlne (1 — e~ (@ +at1))2”
n=
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Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 6 febbraio 2012

Esercizio 1 Determinare tutte le soluzioni della seguente equazione

differenziale

y'(t) = 2t\/y(t) + 2ty(t).
Scrivere quindi 1’espressione della soluzione che soddisfa la condizione
y(0) = 1.

Esercizio 2 Determinare 'area della superficie
S={(r,y,2) eR* 2’ + P =1, 2| < Jyl}-

Esercizio 3 Data la funzione f(z,y, 2) = zy+2?%, determinare il flusso
del campo F(z,y,z) = Vf(x,y,z) uscente dalla superficie laterale
dell’insieme

E={(z,y,2) eR*:0< 2 < /a2 + 2 < 1}

Esercizio 4 Determinare e classificare i punti stazionari della seguen-
te funzione:
2 .2 22
flay)=a"—y +e 7.

Esercizio 5 Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione 27—
periodica definita da f : [—-7, 7] — R,
fla) = z(n* — 2?);
discutere quindi le varie convergenze della serie ed utilizzare la formula
di Parseval per calcolare la somma della serie
+o0 1
P

k=1



Soluzione 1 Osserviamo che stiamo cercando soluzioni positive, cioé y(t) > 0. Possiamo conside-
rare I’equazione sia come una equazione di tipo Bernoulli, sia come equazione variabili separabili.
La consideriamo come equazione a variabili separabili con a(t) = 2t e b(t) = \/y(1 + /y); dato
che b(y) = 0 per y = 0, abbiamo che la funzione nulla é una soluzione. Per le soluzioni non nulle,
integriamo ’equazione

y'(t)

IO+ Vu®)

2t.

Otteniamo quindi la soluzione

+2

y(t) =ce? — 1, c¢>0.

Tale soluzione é definita per t2/2 > —Inc, cioé per ogni t € R se ¢ > 1, per |t| > V—Inc?
altrimenti. In definitiva troviamo la soluzione

2
y(t) = (ceT —1)2, c>0.

La condizione y(0) = 1 viene soddisfatta per ¢ = 2 (scartando la ¢ = 0 in quanto non soddisfa
c>0).

Soluzione 2 Per questioni di simmetria, otteniamo che
Area(X) = 4Area(Y),

con
Y= {(z,y,2) eR®: 2 +¢y* =1,y > 0,0 < z < y}.

Per Y’ possiamo considerare la parametrizzazione
r(t,s) = (cost,sent,s), te€0,n],s€[0,sent].

Dato che
ri(t, 8) X r4(t,s) = (cost,sent,0),

s sent s
Area(X) = 4/ dt/ ds = 4/ sentdt = 8.
0 0 0
Soluzione 3 Dato che

vf(x’y’ Z) = (y’ ‘r) 22)) diVF(‘r) y’ z) = Af(‘r’y) Z) = 2)

otteniamo che

possiamo utilizzare il teorema della divergenza per concludere che

47

/ F - vgd¥ :/ divF (z,y, z)dzdydz = / Af(z,y,z)dzdydz = 2Vol(E) = —,
oF E E 3

dove abbiamo sfruttato il fatto che E é il complementare nel cilindro di raggio di base 1 e altezza
1 (il cui volume é 7) del cono retto di raggio di base 1 e altezza 1 (il cui volume é 7/3).

Soluzione 4 Il gradiente della funzione é dato da
Vf(x,y) = 2(1 + e’ Y )(:Ea _y)

che si annulla esclusivamente per (z,y) = (0,0). Dato che in tale punto la matrice Hessiana di f

é data da
4 0
Hf(O,O)(O _4).

Tale matrice ha autovalori 4 e —4, quindi é indefinita e quindi (0,0) é un punto di sella.
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Soluzione 5 La funzione f é dispari su [—m, 7], e quindi i coefficienti ay, per k > 0, della serie
di Fourier sono tutti nulli. Inoltre, I’estensione 2w—periodica di f é continua come funzione su R e
quindi la serie di Fourier converge totalmente su R alla funzione f. Per il calcolo dei coefficienti,

abbiamo che per k£ > 1,
2 ™
b = —/ (m2z — 2%)sen (kx)dz = — (—1)*1.
0
Otteniamo quindi lo sviluppo, valido in [—m, 7]

o0 qyk+1
(m?x — 23) = 122 %sen (kx).

k=1
Dalla formula di Parseval
f(x)?de =m Z b;
—pi k=1

deduciamo infine la somma della serie
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Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 20 febbraio 2012

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy
o P Fy)?
y(t) =

ty(t)

y(=1) = 1.
Della soluzione trovata, determinarne il dominio massimale e tracciar-
ne un grafico qualitativo.
Esercizio 2 Dire se nel punto (0,0, 2) 'equazione
ze' +ylnz —3xcosy —2 =0

definisce implicitamente una superficie; in caso, determinare piano
tangente e retta normale alla superficie in (0,0, 2) e scrivere il polino-
mio di Taylor di grado 2 della funzione implicita z = g(z,y) centrato

in (0,0).

Esercizio 3 Determinare massimo e minimo assoluti della funzione

fz,y) = xye Y

sull’insieme E = {(z,y) € R?: 422 + ¢% < 1/4}.
Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale di superficie
1
—d%
R4
con X = {(v,y,2) ER’: 2z =1/y/a? +y?, 1 <z < 2}.

Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale, uniforme e totale della

serie di funzioni
+00

(=) = 1)
Z 2k2 +x

k=1




Soluzione 1 L’equazione data é di tipo omogeneo; poniamo quindi v(t) = y(¢)/t, da cui si arriva
all’equazione

Tale problema ha come soluzione
v(t)? =1+ Int?

tale soluzione é definita per ¢t < —1/4/€ ed equivale alla soluzione

y(t) = —t\/1 + In¢2.

Soluzione 2 Calcoliamo il gradiente della funzione f:
Vi(z,y,z) = (zem —3cosy,Inz + 3xseny, e” + Q)
z

e quindi V£(0,0,2) = (=1,In2,1). Quindi ’equazione data definisce implicitamente una superficie
intorno a (0,0,2) che é grafico sia rispetto ad x, che rispetto ad y che rispetto a z. Il vettore
(—=1,In2,1) rappresenta la direzione normale alla superficie in (0,0, 2), e quindi il piano tangente
avra equazione

(71711125 1) ' (x,y,z - 2) = Oa

da cui
r—yln2-2+2=0.

La retta normale sard invece parametrizzata da
(,y,2) =(0,0,2) + t(—1,In2,1),

cioé
y=—xln2
z=2—u.

Per il polinomio di Taylor della funzione g, partiamo dal fatto che ¢(0,0) = 2 ed utilizziamo le
espressioni

B) 21(0,0
% 0,0 = ~2:20 _ .
e of
91(0,0
@(0,0) = _g?(i = —In2,
dy 2L(0,0)
cioé

Vg(0,0) = (1,—In2).

Per le derivarte seconde bisogna derivare due volte rispetto ad x e y 'equazione

f(x,y,9(z,y) = g(x,y)e* + ylng(z,y) — 3z cosy — 2 = 0;

si ottiene la matrice Hessiana di g in (0, 0)

_ 4 In2-1/2
Hg(0,0) = ( m2-1/2  In2 >
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Quindi la formula di Taylor sara data da

o(2,) =9(0,0) + V9(0,0) - (2,4) + 5 Hg(0,0)(, ) - () + o )]

2 2 )4 g (y Mme ) @) )+ ol )l

2In2
:2+zfyln272x2+xyln27%+y 2n

+o(||(z, )II”).
Soluzione 3 Iniziamo col calcolare il gradiente della funzione; troviamo che
Vi(@,y) =e 47V (y — 827y, 2 — 229?).

Tale gradiente si annulla in un unico punto interno ad E, lorigine (0,0) dove la funzione vale 0.
Per i punti di bordo, possiamo utilizzare la parametrizzazione

xr = —cost
4

= —sent
y = gsen

con t € [0, 27]. Troviamo quindi la funzione

1 1 1
gt)=f (Z cost, §sent) = Tgo1/a5en (2t);

tale funzione ha quattro punti stazionari, corrispondenti a ¢ = 7w /4, 3w /4,57 /4, 7w /4. In definitiva

troviamo che

1 1 1 1 1
max f = —— assunto nei punti , | — y )
ax f 16¢1/4 P (4\/5 2\/5) ( 42 2\/5)

mentre
1

1 1 1 1
min f = ———— assunto nei punti | — , , , — .
E / 16el/4 P ( 42 2\/5) (4\/5 2\/5)

Soluzione 4 La superficie X é il grafico della funzione g(z,y) = 1/1/2% + y? con dominio D =
{(z,y) e R?: L < \/a? + y? < 1}. L’integrale diventa quindi

1 1

—dzz/i 1+ [Vg(z, )| 2dzd
[ Fim= [ I Ve sy

:/ (2% +y*) /1 + (22 + y2)2dxdy
D

27 1
:/ dﬂ/ 0*V/1+ o*do

0 1/2

:1_7;2 (128\/5 — 17\/ﬁ) .

Soluzione 5 Poniamo
(—1)* (@ — 1)*

uk() = 2k% + o
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Per lo studio della convergenza puntuale, applichiamo il criterio del rapporto per trovare che

L s (@)

= |z — 1.
T

La serie converge quindi sicuramente per = € (0, 2), mentre non converge per x < 0 e per z > 2.
Nei punti estremi, cioé per x = 0 e x = 2 troviamo le due serie

o0

=1 (—1)k
;ﬁ’ ;; 2k2 42

Dato che le due serie convergono assolutamente, abbiamo convergenza puntuale e assoluta per
x € [0,2]. Studiamo ora la convergenza totale; mediante lo studio delle derivate di wug, si vede
subito che le funzioni u; sono monotone in [0, 2], e quindi

1
sup |ug(2)| = 55
[0.2] 2k?
e la serie
i 1
2k2
k=1

é convergente, quindi la serie converge totalmente in [0, 2].
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Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 11 giugno 2012

Esercizio 1 Risolvere, al variare del parametro reale a € R, il seguente Problema
di Cauchy

y'(t) = a(l + cosy(t))

0) = —;

y(0) = 33

tracciare quindi un grafico qualitativo della soluzione e dire come cambia la soluzione

al variare del dato iniziale y(0) = yo € R.

Esercizio 2 Determinare il parametro d’arco della curva y = cosh(x), > 0; dopo
aver riparametrizzato la curva mediante ’ascissa curvinilinea, determinare i versori
tangente e normale e calcolare la curvatura della curva in ogni suo punto.

Esercizio 3 Discutere, al variare dei paremetri reali a, b, ¢, d € R, la regolarita delle
superfici

¥ =A{(z,y,2) GR?’:aerby:O},Zg:{(:p,y,z) ER3:x2+y2:022},

N3 ={(z,y,2) € R*: 2 +y* + 2> = d};
dimostrare quindi che tali superfici sono ortogonali tra loro e determinare il volume
di
E={(r,y,2) €ER* ax +by > 0,2> +y* < cz*, 2® +9° + 2* < d}.
Esercizio 4 Determinare il lavoro del campo

1

F(%?/,Z):m

(yz(y + 2), zz(z + 2), vy(z + y))

lungo la curva ~ : [0,27] — R3

1 1 1 1 2
t) = 2+—Cost+—sent,2+—cost——sent,2—\/jcost :
e ( VARG G 3 )

dire lungo quali altre curve si ottiene lo stesso risultato motivando la risposta.

Esercizio 5 Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione m—periodica dispari
definita in [0, 7] da f(z) = sen x; discuterne quindi le varie convergenze.



Soluzione 1 L’equazione data pué essere trattata come equazione a variabili separabili; se a = 0,
allora la soluzione ¢é costante, y(t) = 5. Altrimenti, siccome col dato iniziale assegnato non si ha
cosy(t) = —1, I'equazione si risolve scrivendo

vy
1+ cosy(t)
Integrando la precedente espressione grazie al fatto che 1 + cosy = 2 cos? £, si ottiene la soluzione
in forma implicita
t
tan % =at+ 1.

. 0 . . . .
Siccome % = 7 € (0, %), possiamo invertire la funzione tangente e ottenere

IS

y(t) = 2arctan(at + 1).

Tali funzioni sono definite su tutto R a valori in (—, 7); esse sono crescenti per a > 0 e decrescenti
per a < 0. Se invece di fissare il dato iniziale pensiamo a y(0) = yo variabile, otteniamo soluzioni
costanti se yo = (2k + 1), k € Z; per valori differenti di yg avremo soluzioni simili a quella gig
determinata, solo traslata a destra o a sinistra.

Soluzione 2 Una parametrizzazione della curva data é
v(z) = (x, cosh(z)), x> 0.

Dato che stiamo considerando una curva cartesiana, essa é semplice, non chiusa, illimitata e regolare
dato che la funzione coseno iperbolico é regolare. Il parametro d’arco si calcola per ogni ¢ > 0

t t
s(t) = / Iy (z)||dz = / cosh(z)dx = sinh(t).
0 0
La parametrizzazione per lunghezza d’arco si ottiene ricavando
t = arcsenh(s) =In(s+ v/s2 + 1)
e sostituendo in v; si ottiene quindi la curva ¢ : [0, +00) — R?,

P(s) = (In(s+vs2+ 1),V 1+ s?2).

Il versore tangente altro non é che

/
Tp(s) = ¥'(s) = Z===(1.9),
mentre dal fatto che 1
Ty(s) = 5(=5,1) = ry(s)vy(s),
s2+1
ricaviamo che 1 1
vy(s) = Tﬂ(_s’ D, mpls) =57

Soluzione 3 Notiamo anzitutto che si deve avere ¢ > 0 e d > 0 altrimenti ¥5 = X3 = (). Le tre
superfici sono gli zeri delle seguenti funzioni:

gl(‘rayaz):a$+bya gg(x,y,z)=$2+y2—cz2,
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gs3(z,y,2) =2° +y* + 2° — d;

tali funzioni sono di classe C'' per ogni scelta dei parametri e quindi le superfici saranno regolari
se i gradienti sono non nulli;

Vg1(x,y,z) = (a,b,O), VQQ(ZC,y,Z) = (2‘%"29) _20'2)’

Vg3('r7ya Z) = (2':67 2ya 22)

Troviamo quindi che ¥; é una superficie regolare se almeno uno tra a e b é non nullo e in tal caso
abbiamo un piano verticale contenente ’asse z; 35 coincide con 'asse delle z se ¢ = 0 e quindi non
é una superficie, mentre se ¢ > 0 é un cono e quindi regolare ad eccezione dell’origine; X3 si riduce
ad un punto solo se d = 0 mentre é una sfera di raggio v/d se d > 0.

I tre vettori v1 = (a,b,0), va = (22,2y, —2cz) e v3 = (2x, 2y, 2z) rappresentano vettori orto-
gonali alle superfici che quindi saranno mutualmente ortogonali se tali vettori sono ortogonali tra
loro. Consideriamo l'intersezione 31 N X9

vy - vy = 2ax + 2by = 2(ax + by) =0
perché (z,y, z) appartengono ad esempio a Xq; per Xq N X3
v1 - v3 = 2ax 4+ 2ay =0
per lo stesso motivo di prima; infine per 3o N X3
vy - vg = 4x? +4y? —de2? = 4(2* P —c2?) =0

in quanto (z,y,z) € Xa.
Calcoliamo ora il volume dell’insieme F; notiamo preliminarmente che I'insieme F ¢ individuato
dalla parte di cono

E' ={(z,y,2) e R®: 2? +y? + 22 < d,2* +y* < cz?}
contenuta nella palla di raggio v/d tagliato a metd dal piano verticale
Y1 = {(z,9,2) € R®: ax + by = 0}.

11 volume di F sara quindi la meta del volume di E’. Per calcolare il volume di E’ possiamo notare
che tale insieme € semplice rispetto all’asse z, cioe

d 2 2
E’:{(z,y,Z)GRS:wQerQScil:x chy <z<d—a?—y?),

quindi

Vd—x2—y?
/ dxdy / dz
B

z2+y2
cd c

c+1
1 [ 2 2
:_/ < d—ax2 —y2 — u)dzdy
2 B\/7 c
[ [ o (vE - )
== dg ol Vd—0?>———=)do
2 Jo 0 Ve

:7'('(0 +31)d\/a(\/c+—1 —1).

Vol(E) :%Vol(E’) _

N~
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Soluzione 4 E facile notare che
rOt F(x7y’ Z) = 0’

quindi il campo é irrotazionale e la curva - é una curva chiusa contenuta nel dominio di F'; se ne

conclude che
/ F.ds5=0.
v

Il campo é conservativo in ogni componente connessa del suo dominio, che é dato da due semispazi
delimitati dal piano x 4y + z = 0, quindi in ogni curva chiusa ivi compresa il lavoro é nullo; si pué

anche notare che
TYz

F(z,y,z) = V————,
(,y,2) =V~ P
che quindi determina il potenziale di F'.

Soluzione 5 La funzione é m—periodica dispari, quindi nello sviluppo compariranno solo i termini
che contengono le funzioni seno; il periodo T'= 7 implica che la pulsazione w = 2; si tratta quindi
di calcolare gli integrali

[SE]

1 2 (3
b, :—/ senz sen (2nx)dr = —/ senz sen (2nx)dx
T 7 Jo

2

[SIEIN

= [ teost2n = 1)) — cos(2n+ 1)) da
=— (—Unﬁ'

La serie di Fourier sard quindi data da

4 & )

Siccome Destensione m—periodica della funzione senx é discontinua nei punti 7/2 + kr, k € Z,
la serie converge puntualmente alla regolarizzata di senz che coincide con ’estensione periodica
di senz in R\ {n/2 + km, k € Z} e vale 0 nei restanti punti; la convergenza sard uniforme negli
intervalli chiusi contenuti in R\ {n/2 4 k7, k € Z} mentre non ci potrd essere convergenza totale.
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Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 luglio 2012

Esercizio 1 Al variare del parametro intero n € N\ {0}, risolvere la seguente
equazione differenziale

n—1
t

y'(t) + y(t) =0, t>0;

tra le soluzioni trovate determinate quelle che soddisfano y(1) = 1 e y(2) = 0 (Suca:
si ponga v(t) = y'(t)).
Esercizio 2 Dire se la parametrizzazione r : [—1,1] x [0,27] — R3
r(s,t) = (cosh(s) cos(t), cosh(s) sen (t), s)
definisce una superficie regolare ¥; determinare quindi I'area di 3.

Esercizio 3 Determinare il piano II tangente la sfera 2 + y? + 22 = 4 nel punto
(1,1,v/2); calcolare quindi il volume dell'insieme

E={(z,y,2) eER’: (z— 1>+ (y—1)*<1,0< 2 <II}.

Esercizio 4 Determinare la massima e la minima distanza dall’origine dei punti
della superficie

1
_ 3. 2 2
E-—-{(x,y,Z)E]R .|Z|f§1,4$ %*y ——EI—;EESE}.

Esercizio 5 Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione m—periodica definita
in [0, 7] da f(z) = senx; discuterne quindi le varie convergenze e calcolare le somme
delle seguenti serie:

[e.9]

1 = (=) = 1
Z4n2—1’ 24712—1’ 2(4712—1)2"

n=1 n=1 n=1



Soluzione 1 Con la sostituzione v(t) = y/() troviamo l’equazione

Si distinguono quindi vari casi.

n =1 L’equazione diventa v(t) = 0, e quindi y(t) = c¢1t + ¢2. Le condizioni y(1) =1 e y(2) =0
vengono verificate quindi dalla solzione y(t) = 2 — ¢.

n > 0 L’equazione é a variabili separabili; c’e’ sicuramente la soluzione v(t) = 0, cioé y(t) =
costante. Se vogliamo cercare le soluzioni non costanti, dividiamo per v(t) e troviamo,
integrando,

C1

o) =y (1) =
per integrare questa espressione, dobbiamo considerare i seguenti casi.
n =2 In questo caso abbiamo y'(t) = ¢1/t, da cui 'integrale generale

y(t) = ca + c1 Int.

Le condizioni y(1) = 1 e y(2) = 0 vengono verificate quindi dalla solzione y(t) = 1—1Iny ¢.

n > 2 Si ottiene 'integrale generale

c
y(t) =ca+ 5 L_g2-n,

Le condizioni y(1) =1 e y(2) = 0 vengono verificate quindi dalla solzione
t27n _ 22771
122

Soluzione 2 La superficie é ottenuta dalla rotazione attorno all’asse z della curva
r(s) = (cosh(s), 0, s), se[-1,1].
Si noti che r1(s) = cosh(s) # 0 per ogni s e che
r'(s) = (sinh(s),0,1), I (s)|| = cosh(s) # 0.

La superficie ¥ é quindi una superficie regolare. Per il calcolo dell’area si ha che

Area(X) :/ [7s(s,t) X re(s,t)||dsdt
[—1,1]x[0,27]

:/ ri(s)||r'(s)||dsdt
[—1,1]x[0,27]

1
:27T/ cosh(s)?ds = 2l(€4 + 4e? — 1).

1 e?

Soluzione 3 Dato che la sfera é data implicitamente come zero della funzione g(z,vy,2) = 2% +
y? 4 2% — 4, il vettore Vg(1,1,1/2) rappresenta la direzione normale alla sfera in (1,1, v/2) e quindi
il piano tangente é individuato dall’equazione

Vg(1,1,V2) - (. — 1,y — 1,2 —v2) = 0.
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Dato che
Vo(z,y,2) = (22,2y,22),  Vg(1,1,v2) = (2,2,2V2),

troviamo ’equazione del piano tangente
r+y+ 22 = 4.
Procedendo, dato che 0 < 4 — z — y sul dominio piano
D={(z,y) R : (z—1)2 + (y—1)2 < 1},
se ne deduce che il volume di £ é dato da

d-zoy
b VR
55 [ 2= @=1= (- 1)dady
:% /027r dﬂ/ol(Q — ocosd — osend)odo
:277\/5/0 odo = V2.

Vol(E) = dxdy

Soluzione 4 La superficie 3 é composta da tre pezzi; la superficie

1
— 3. 2, .2 _
20—{($ayaz)€R ezl < 1,427 +y —m}

e le due curve
Cl = {(-T,y,z) c RB 2= 1,16$2+4y2 _ 1}’

Cy={(z,y,2) ER®: 2= —1,162> + 4y° = 1} .
La funzione da minimizzare é la distanza, o equivalentemente il quadrato della distanza
[y, 2) =2 + 7 + 2%
Su ¥ possiamo usare i moltiplicatori di Lagrange:
(z,y,2,\) =2> +y* + 27 — A <4x2 +y° — #> .
(14 22)2

Si tratta quindi di risolvere il sistema
V(m,y,z,k)q)(za Y, =, >‘) = 0,

tale sistema ha come soluzioni i sei punti

1 1 3 )
<ﬂ:2,0,0) ,(0,£1,0), <0,i Sﬂ,i\/ V2 - 1> ;

nei primi due punti la funzione f vale 1/4, nei secondi punti vali 1 mentre negli ultimi due vale
%Z. E facile verificare che
3— 34

< —<1L

V4

=
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Vediamo cosa succede nelle due curve Cy e Cs; siccome si ottiene Cy prendendo C7 e cambiando
segno a z, possiamo considerare un’unica curva. Possiamo quindi porre ad esempio z = 1 e
considerare la funzione 22 4+ 32 + 1 con vincolo 1622 + 4y? = 1. Applicando nuovamente il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange, si ottiene la funzione

224+ % +1 - M162% + 4y — 1)

che ha punti stazionari in (—1/4,0,1), (1/4,0,1), (0,—1/2,1) e (0,1/2,1); nei primi due punti la
funzione vale 17/16 mentre nei secondi due vale 5/4.

In definitiva abbiamo trovato che la minima distanza di ¥ dall’origine é 1/2 assunta nei punti
(+1/2,0,0), mentre la massima distanza é v/5/2 assunta nei punti (0, +1/2, £1).

Soluzione 5 Se si traccia il grafico dell’estensione 7 periodica della funzione, si nota che la funzione
é continua su tutto R e pari. La paritd implica che i coefficienti by sono tutti nulli, mentre la
continuitd implica che la serie di Fourier converge totalmente e uniformemente alla funzione data;
in particolare potremo scrivere che per ogni z € [0, ]

oo
senx = % + ,; ay, cos(2kx).

Calcoliamo quindi i coefficienti ag:

1 [" 2
ag = — senzrdr = —,
T Jo ™

mentre L 5
ap = ;/O SeHSCCOS(QkSC)dSC = *m
La serie diventa quindi
1 2 i 1 (2he)
senr = — — — ———— cos(2kx
T 4k2 -1

con uguaglianza per x € [0, 7]. Se valutiamo la precedente espressione in x = 0, si ottiene che

5 -
4k2 —1 2
k=1

Valutandola invece in x = /2 si ottiene che
i (-DF  1-n
42-1 2
k=1
Infine, usando 'identitd di Parseval, si ottiene che

i 1 w2 —2
2 _1)2 :
= (4k2 —1) 4
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Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 10 settembre 2012

Esercizio 1 Risolvere il seguente problema di Cauchy:

V() = (o + o/ (0)? 2~y (@) — 1

Esercizio 2 Data f(z,y,2) = z%¢* + ze¥ + 4%, mostrare che in (0,0, 0) si pud appli-
care il Teorema della funzione implicita e scrivere I'equazione del piano tangente al
livello {f = 0} in tale punto.

Esercizio 3 Calcolare il flusso del campo

F(z,y,2) =9+ 22 + y%(3yz, —3z2z, x? + y2)

uscente dalla superficie ¥ orientata con la normale rivolta verso l'alto, dove ¥ e
parametrizzata da ® : D — R3,

®(u,v) = (“cosv,e“senv,3u), D ={(u,v) ER*:0<u<1,0<v <7}

Esercizio 4 Calcolare massimi e minimi della funzione

fla,y) =P+ P2 — = =y

2
sull’insieme E = {(z,y) € R*: 22 + y* < 1}.
Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale, uniforme e totale della serie di funzioni

=1 x\ntl
Zn+1(§> '

n=0

Calcolarne quindi la somma.
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Soluzione 1 Ponendo z(z) = z + y'(x), Pequazione differenziale puo essere riscritta nella forma
vty =(@+y) -y -1,

cioe
=22 2

Questa ¢ una equazione differenziale del prim’ordine che puod essere trattata come equazione a
variabili separabili; all’equazione va abbinata la condizione iniziale z(0) = 2. Siccome le funzioni
z(xz) =0 e z(z) = 1 non soddisfano la condizione iniziale, la soluzione si trova nella forma

z(x) —1

se imponiamo la condizione iniziale troviamo che

‘aem, a > 0;

A questo punto il problema diventa

Tale problema ha per soluzione la funzione

ylz) =z — % —In(2 —€%).

Soluzione 2 Si ha Vf(x,y,2) = (2xe?, ze¥ + 2y, 2%e* + €¥), e quindi V£(0,0,0) = (0,0,1). Se
ne deduce che il livello {f = 0}, a cui il punto (0,0,0) appartiene, ¢ localmente il grafico di una
funzione z = g(z,y). Per tale funzione si ha che

o9, 20,000 o9, . 0,000
Fo.0=-2"""—0  F,0=-2 —0.
Ox 9L(0,0,0) dy 97(0,0,0)

Il piano tangente sara quindi orizzontale e descritto dall’equazione z = 0.

Soluzione 3 Anche se la divergenza del campo ¢ nulla, non possiamo concludere che il flusso
sia nullo in quanto la superficie non e chiusa. Dobbiamo quindi calcolare il seguente integrale di

superficie;
I= / F-vsdX.
b

Utilizzando la parametrizzazione data, si ottiene che
I :/ F(®(u,v)) - D4 (u,v) X @y (u, v)dudv
D

:/ e*\/9 + e2vdudv
D

™

. 2
(1450 2 - 2¢t) - Ve

15
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Soluzione 4 La funzione ¢ continua ma non derivabile in (0,0); pertanto, i massimi e minimi
esitono per il Teorema di Weierstrass in quanto E & compatto, ma i candidati sono il punto (0,0)
dove f vale 0, i punti in cui il gradiente si annulla e i punti di bordo. Il gradiente si annulla nei
punti (1/4,++/3/4) dove la funzione vale 3/16. Sul bordo, parametrizzando otteniamo la funzione

t
g(t) = f(cost,sent) =1 — % —sin?t;

tale funzione ha un massimo per ¢t = 3/2 dove vale 3/2, mentre ha un minimo per ¢ = arccos(1/4)+
km dove vale —1/16. In definitiva

3
mgxf =3 assunto in (—1,0),

. 1 . 1 V15
mblnf =15 assunto in (Z,iw> .

Soluzione 5 Mediante il cambio di variabili y = x/2 si ottiene la serie di potenze

oo

Z n~1# 1yn+1'

n=0

Tale serie converge puntualmente nell’insieme y € [—1,1) (Teorema di Leibnitz), uniformemente
nell’insieme y € [—1,a] con —1 < a < 1, mentre converge totalmente negli insiemi del tipo y € [a, b]
con —1 < a < b < 1. Per quanto riguarda la somma di tale serie, notiamo che

ntl — t”dt:/ t"dt:/ — dt=—1In(1—y).

Tornando alla variabile z, otteniamo quindi che si ha convergenza puntuale nell’intervallo [—1/2,1/2),
convergenza uniforme per z € [—1/2,a] con —1/2 < a < 1/2 e convergenza totale per x € [a,b]
con —1/2 < a <b < 1/2; inoltre per quanto riguarda la somma della serie abbiamo che

oo

Znil (g)n+lzln(22z)‘

n=0

o1



Facolta di Ingegneria,

CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 19 settembre 2012

Esercizio 1 Trovare tutte le soluzioni della seguente equazione differenziale;

y(t)

t+ /2 +yt)?

y'(t) = t <0.

Esercizio 2 Dire se 'equazione
arctanz + xy? + w2z —3° —1=0

definisce implicitamente attorno al punto (0, —1, 0) una funzione z = g(z,y). Di tale
funzione scrivere il Polinomio di Taylor di secondo grado attorno al punto (0, —1).

Esercizio 3 Dire se esiste, in senso generalizzato, il seguente integrale improprio
/ In(2? + y?)dxdy
E

con E = By(0,0); calcolare in caso il valore di tale integrale.

Esercizio 4 Determinare il parametro a € R per il quale sia conservativo il campo

vettoriale
z az

r+y x+y

F(x,y,z) = ( In(z + y)) ;

determinare quindi il potenziale che vale 1 nel punto (1,1, 1)

Esercizio 5 Calcolare, motivando i vari passaggi, la serie di Taylor della funzione

fla) = [

t

studiare in particolare la convergenza della serie di Taylor associata ad f.



Soluzione 1 L’equazione ¢ una equazione di tipo omogeneo; ponendo quindi z(¢) = y(¢)/t e
tenendo conto che t < 0, si arriva all’equazione

ey — 2OV

11+ 2002

Questa e una equazione a variabili separabili che integrata fornisce la soluzione in forma implicita

(1+2(t)% = 2(t) = (2(t) = DV/1+20)2) (V14 2(t)2 + 2(t)) =ct, c€ER.

La soluzione y(t) in forma implicita sara quindi data da
(2 +y(1)* = ty(t) + (y(t) — )V + (1)) (y(t) — VEE+yt)?) =ct’,  ceR
Tali soluzioni, che manteniamo in forma implicita, sono definite per ogni ¢ < 0.

Soluzione 2 Si nota subito che I'identita & verificata in (0, —1,0). Inoltre, definendo f(x,y,z) =
arctan z + zy? + xz — y> — 1, si trova che

1
vf('rvyaz): <y2+za2zy3y27 1+22 +SC),

da cui Vf(0,—1,0) = (1,—3,1). Dato che 9f(0,—1,0)/9z = 1 # 0, allora possiamo concludere
che localmente attorno a (0, —1,0) il luogo di zeri & dato dal grafico di una funzione z = g(z,y). 1l
polinomio di Taylor ¢ dato da

g(x,y) = g(oa _1) + <v9(0’ _1)a ($,y + 1)) + %<Hg(0’ _1)(1"9 + 1)’ (‘Tay + 1)> + 0(||($ay + 1)"2)

Bisogna quindi calcolare gradiente e matrice Hessiana di g nel punto (0,—1). Per fare ci0o basta
scrivere
arctan g(z,y) + zy® + zg(z,y) —y* —1=0

e calcolare le varie derivate, trovando che

In definitiva si trova che
g(z,y) =—z+3y+1)+2° —z(y+1) = 3(y +1)> + o(||(z,y + 1)||*).

Soluzione 3 La funzione integranda non ¢ limitata in (0,0), quindi si tratta di calcolare

lim In(z? + y?)dzdy.
e—0 Bs \Bs

Passando alle coordinate polari troviamo che

2
lim In(z? 4 y*)dzdy = lim 47r/ oln odo
e—0 B2\ B. e—0 c

o *7?
:;1_1>I(1)47T {?lng ZL =8rln2 —4m.

Quindi la funzione & integrabile in senso generalizzato e il valore dell‘integrale & dato da 87 In 2—4r.
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Soluzione 4 Condizione necessaria per cui il campo sia conservativo e che il suo rotore sia nullo;
tale condizione e soddisfatta se e solo se a = 1. Il dominio del campo F' e dato da

E={(x,y,2) €R a4y >0},

cioe un semispazio; tale insieme & connesso e semplicemente connesso. Quindi il campo & conser-
vativo. I potenziali di F' sono della forma

Ulx,y,z) = zln(z +y) +c.
Quindi il potenziale ¢ univocamente determinato dal fatto che valga 1 in (1,1,1) ed & dato da
Uz,y,2) =zln(z+y)+1—In2.
Soluzione 5 Possiamo sfruttare la serie di Taylor
e t2n+1
t= 1)t
sen 7;0( G
per concludere che la serie di Taylor della funzione integranda ¢ data da
t2n
-1
T;O( ) (2n+1)!

Tale serie di potenze ha raggio di convergenza, quindi converge per ogni ¢ € R con convergenza
totale (e quindi uniforme) in ogni compatto di R. Questo permette di scambiare il segno di integrale
con la serie per concludere che

)
x2n+1

J@) =2 (1" @2n+1)(2n + DI’
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 7 gennaio 2013

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy, specificando il dominio su
cui e definita la soluzione trovata:

y'(t) = tany(t)

y(0) = —

D
.
6

Esercizio 2 Data la funzione g : R® — R?,
g(l‘,y,Z) = (lz _y+2227y+2 - 1)7

dire in quali punti si puo applicare il Teorema della funzione implicita; discutere in
particolare I'insieme di livello {g = 0} e trovare per esso una parametrizzazione.

Esercizio 3 Data la funzione
f(z,y, z) = arctan(z? + y* + 2%),
dire, determinandoli, se ammette massimo e minimo sull’insieme
E={(r,y,2) eER®:2? —y+2:> =0,y +2=1}.

Esercizio 4 Dire per quali a € R la funzione f(z,y) = e integrabile in

(:v2+y )*
senso generalizzato sull’inseme

E={(z,y) eR*:0<z<1,|yl <2}
calcolare esplicitamente 'integrale per gli v per cui esso e definito.

Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni
(fn)nZl R — R, )
Fula) = o (L = nlal)x|_s 2 (@)

calcolare quindi, dicendo se si puo appllicare il Teorema di passaggio al limite sotto
il segno di integrale,

lim ffn< lim / fula

n—-+4o0o n—-+o00



Soluzione 1 L’equazione data & a variabili separabili y'(t) = a(¢)b(y) con

at)=1,  bly)=tany = —

cosy

Tale equazione ¢ definita per cosy # 0, cioe y # 5 + km, k € Z. Dato che il valore iniziale di
y e —%77‘, siamo nelle condizioni di poter applicare il teorema di esistenza e unicita per dire che
la soluzione esiste ed ¢ unia almeno per tempi ¢ vicini al dato iniziale tg = 1. Per trovare la
soluzione, notiamo anzitutto che in corrispondenza di seny = 0, cioe y = knw, k € Z si hanno le
soluzioni stazionarie; ancora una volta, dato che il valore iniziale non ¢ in questa forma, dobbiamo
cercare le soluzioni non stazionarie del problema. Tali soluzioni si trovano dividendo ed integrando
I’equazione
cosy(t) ,

— =y (1)

d
iy  fseny (1))

Cdt

le soluzioni di tale equazione sono date da

seny(t) = ce, ¢ #0.

Imponendo la condizione iniziale, troviamo ¢ = —%, quindi la soluzione in forma implicita ¢ data
da
L,
seny(t) = —5¢

. \ . t . N . .
tale soluzione ¢ definita fintanto che —% € [~1,1], cioe per t € (—o0,In2]. Per esplicitare la
soluzione, dobbiamo considerare la funzione inversa di sen y, cioe la funzione arcoseno; tale inversa

& perd definita da [~1,1] a [-3, Z]. Dato che il valore iniziale ¢ —2m che non appartiene a [—3, 3],
ma vi ci appartiene —%ﬂ' + 7, considereremo allora l'identita

1
—§et =seny(t) = —sen (y(t) + 7),
e quindi
1
y(t) = arcsin <§et) —m, te(—oo,In2.
Soluzione 2 Iniziamo col scrivere la matrice Jacobiana di g, che & data da

20 —1 4z
Dg(w,y,2)=( 0o 1 1 );

tale matrice ha sicuramente rango almeno 1 in quanto la seconda riga & non nulla, ed ha rango 2
quando la prima riga non € multiplo della seconda, cosa che capita se e solo se

0 1
x =0, z2=—-.
4
Quindi, nei punti appartenenti alla retta {x =0,z = — i} la matrice Jacobiana ha rango 1; notiamo

pero che in tali punti la funzione vale

PR W G S
g\0y =7 ) =(—vrguv—7)

I livelli {g = ¢}, ¢ = (c1,¢2) € R? per i quali non si applica il Teorema della funzione implicita
sono quelli per cui e possibile risolvere rispetto ad y, il sistema
1

—y+§201

= C2.

5
L
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Tali livelli sono quelli per cui c; = f% — ¢1, cioe 1 punti ¢ = (c1,c2) appartenenti alla retta
(0,—9) +t(1,-1).

Dato che (0,0) non appartiene a tale retta, se ne deduce che in tutti i punti appartenenti
all’insieme {g = 0} si pud applicare il teorema della funzione implicita e dedurne che, attorno
ad ogni suo punto, tale insieme & una curva. Per parametrizzare tale curva, possiamo sfruttare il
fatto che go(x,y,2) =y + 2z — 1 = 0 implica che y = 1 — z e sostituirlo nell’equazione gi(x,y, z) =

2% — y + 222 = 0 per trovare ’equazione

1\2
z2+2<z+1) :2,

8 , 16 1\?
g e ) =1
9z+9<z+4>

cioe

Si riconosce quindi I'equazione di una ellisse centrata in (z,z) = (0, —1) e di semiassi 3/2v/2 e 3/4;
possiamo quindi considerare la parametrizzazione

S cost L Seent, e lo,2n]
= ——cost, z=—-+ —sent, , 2m].
2v2 4 4
In definitiva, sfruttando il fatto che y = 1 — 2, abbiamo trovato che I'insieme {g = 0} & parame-
trizzato dalla curva r : [0,27] — R3,

" 3 oer® B LB
= | —=cost,— — —sent,—— + —se :
" 92 Py T Ty T )

si nota in particolare che I'insieme & una curva semplice chiusa, quindi I'insieme dato & compatto.

Soluzione 3 Come visto nel punto precedente, I'insieme in considerazione ¢ compatto e la funzione
data e continua; quindi, di sicuro, esistono massimo e minimo. Per semplificare i conti, dato che
la funzione arcotangente € monotona crescenta, la ricerca dei massimi e minimi di f equivale alla
ricerca dei massimi e minimi della funzione

flay,z) =2 +y* + 22,

cioe dalla funzione quadrato della distanza dall’origine; il problema quindi & equivalente ad un
problema di ricerca dei punti di massima e minima distanza dall’origine. Dato che I'insieme E non
ha punti interni, cerchiamo direttamente i punti stazionari vincolati; possiamo procedere in due
modi; uno mediante la parametrizzazione determinata nel punto precedente, e quindi mediante la
ricerca dei punti stazionari della funzione

~ 1 9

h(t) = f(r(t)) 1 Zsent,

oppure mediante la teoria dei moltiplicatori di Lagrange introducendo la funzione Lagrangiana
L(z,y,2) = a® +y° + 22 = Ma® =y +22%) — p(y + 2z — 1);

in entrambi i casi si trovano come punti stazionari vincolati i due punti (0,1/2,1/2) e (0,2, —1).
Per confronto dei valori, troveremo quindi che

. 1 . 11
min f = arctan —, assuntoin (0,-,= |,
E 2 2°2
mentre
mgxf = arctan 5, assunto in (0,2, —1).
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Soluzione 4 L’unico problema che eventualmente la funzione puo avere e nell’origine, nel caso in
cui @ > 0; se a < 0 invece la funzione & continua. L’insieme di integrazione invece e limitato per
a > 0, mentre ¢ illimitato per @ < 0 e la non limitatezza si verifica per z — 0. L’unico caso in
cui si ha l'integrale di una funzione continua su di un insieme chiuso e limitato ¢ a = 0, nel qual
caso l'integrale € nullo in quanto la funzione integranda & dispari in y e l'insieme E & simmetrico
rispetto all’asse .

Studiamo in ogni caso 'integrale come se fosse un integrale generalizzato, considerando come
insiemi invadenti gli insiemi

1
Eh{ﬁ§$§1a|y|§$a}-

Dato che la funzione da integrare e dispari in y e l'insieme Ej € simmetrico rispetto all’asse z,

abbiamo che
1 el y
f(z,y)|dxdy :2/ dw/ ———dy
/Eh' @) L7 @ree

1 ¥
:2/ dw/ y(x? + y?) " dy.
% 0
Dividiamo due casi; « =1 e o # 1. Nel primo caso otteniamo che
1 x y
fap)ldzdy =2 [ as [ dy
/Eh 1 o 2%+ y?
1
:/ In 2dx
1

h

1
=In2 (1 — E) <In2.

lim In2 (1 — l) =1n2,
h—+oc0 h

Dato che

se ne deduce che

sup [ |f(a,y)ldody < 2
h Ep

cioe la funzione & integrabile per a = 1. Per « # 1, si ottiene

1 %
/ (@, y)|ddy =2 / da / y(e® + y7) " dy
E, + 0

1 1
- / ((zz 4 g2eyi-a x2(1_0‘))dz
—a /L
h

1 1
/ £20-a) ((1 4 1,2(a71))17a _ l)dx.
%

:1—04

Distinguiamo ancora i due casi, « < 1 e o > 1; nel primo caso, (1 — «) > 0 e quindi
(1 + x2(o¢—1))1—o¢ 1~ 1,—2(1—04),
cioe

L20-a) ((1 i $2(a71))17a B 1) ~—(1— Oé)xQ(lfa)72(1fa)2 _ 1,2a72a2),
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Dato che la funzione xP & integrabile in 0 per p > —1, ponendo p = 2a — 202, si ottiene, tenendo
presente che a < 1, che si ha integrabilita per

1-3

<a<l
5 «o

Nel caso o > 1, scrivendo

1 a—1
ﬁ) _ 1 ~ (1 _ :CQ(a—l))a—l _ 1 ~ 7(04 _ 1)1:2(&—1),

1 2(a—1)l-a _ | _
(1+z ) T2

cioe
£20-a) ((1 4 1,2(a71))17a _ 1) ~—(a— 1)562(17&)72(17(1) —(1-a),

funzione integrabile. Riassumendo, se ne conclude che la funzione data & integrabile su E per

1—3
T

o >

Per quanto riguarda il valore degli integrali, avremo, sfruttando le simmetrie della funzione e

1-vV3
2 )
Y
——dxdy = 0.
/E‘ @+ g2

Per a < 1*7\/5 il valore 0 sembrerebbe ancora il valore piu naturale che tale integrale puo assumere;
si ricordi pero che I'integrale di una funzione con segno f = f™ — f~ & definito come

dell’insieme, che per o >

/E f(x,y)dedy = [E (@, y)dedy — /E (. y)dady,

e quest’ultima espressione, nel caso l'integrale non sia assolutamente convergente, ¢ una forma
indeterminata. Questo vuol dire che a seconda di come si scelgono gli insiemi invadenti si puo
ottenere un qualsiasi valore; cioe, per gli insiemi Fj prima considerati, abbiamo che

li dady =0
plm . f(z,y)dzdy =0,

ma per ogni A € R esiste una successione di insiemi invadenti E} per cui

li dady = M.
,Jim - f(z,y)dzdy

Soluzione 5 Per quanto riguarda la convergenza puntuale, dato che

1
x? se |z| > —

3

fn(z) =

—_

22 —n?lz|+n se v < =,

n
allora & facile notare che la successione converge puntualmente a z? per & # 0, mentre dato che
fn(0) = n, non ¢’ & convergenza in = 0. La convergenza non pud essere quindi uniforme, visto

che ogni f,, & continua su R; pit1 in dettaglio, dato che f,(z) = 2% per |z| > %,

sup |fu(2) = f(2)| = sup |n® —nlz|| =n.
R\{0} -4 30\ (0

99



Si avra perd convergenza uniforme negli intervalli [a, +00) e (—oo0, —a] per ogni a > 0; quindi su
-1, f%] possiamo applicare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale per ottenere
che

1 1

T4 T4 63
lim fn(z)de = / widr = ——.
n—-+oo 1 1

Per quanto riguarda il secondo integrale invece il Teorema non si applica e in effetti le due quantita

differiscono; infatti
1
1
/ z?dr = —,
O 3

1 1 .
/ frn(x)dx = / (x? +n — n’x)dx + / 22dr = %
0 0 1

mentre
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 28 gennaio 2013

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy;:

, 2t%y(t) — 3y°(t)
vl = =457 12(%)

y(=1) = .

Della soluzione trovata specificare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.
Esercizio 2 Verificare la validita del Teorema di Stokes del rotore per il campo
F(z,y,2z) = (y,2 )

sulla superficie ¥ = {(z,y,2) € R*: 22 + y* < 2,2 + y + 2z = 0} orientata in modo
che la terza componente del versore normale sia positiva.

Esercizio 3 Discutere la regolarita della funzione
Tseny

flz,y) = Y

dire in particolare se f € C%(R?). Determinare quindi e classificare i punti stazionari
della funzione data.

Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale triplo:
/ (14 2)z — 1 + z|dzdydz
E

con B ={(v,y,2) €ER*:2? +22 <1,0<y <1}

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

“+o0o
T
f@ =3\ ©20
k=1

Dire in particolare se e dove la funzione f ¢ derivabile e tracciare un grafico quali-
tativo di f.



Soluzione 1 L’equazione data ¢ di tipo omogenea; si pone quindi y(¢t) = tz(¢) e quindi I’equazione

diventa 5
2z(t) — 3z°(¢

t2/(t) + 2(t) = 22(t) —32°()

14 22(t)
cioe
() = 12(1 —42%(t))
t 1+ 22(t)
con la condizione iniziale z(—1) = —%. Siccome la soluzione stazionaria z(t) = —% e soluzione

dell’equazione, se ne deduce che questa € la soluzione del Problema di Cauchy. Quindi la soluzione
e data da

y(t) = —3;

tale soluzione va pensata per t < 0 in quanto I’equazione perde senso in ¢t = 0 e il dato iniziale e
assegnato con t = —1 < 0.

Soluzione 2 La superficie data & la prozione del piano =z + y + z = 0 contenuta all’interno del
cilindro verticale 2 + y? < 2, cioé & un pezzo del grafico della funzione z = g(z,y) = —x — y con
(z,y) € B,5(0). Possiamo quindi usare la parametrizzazione

T(xay) = (ac,y,g(ac,y)), (‘Tay) € Bﬂ(o)a

con normale data da
1

fs(x,y) = 14+ ||Vg(z,9)|?

Il bordo di ¥ con orientazione indotta dal versone niy; € parametrizzato da

(—VﬂayLU::§§L1J)

r(t) = (V2cost, V2 sent, —v/2cost — V2 sent), te[0,2n].

Verifichiamo quindi 'identita

/rotF~ﬁgdZ :/ Fds;
b oty

abbiamo anzitutto che

‘é+2Fd§:1A%TF0@»-r%ﬂm

27

= V2(sent, —cost — sent,cost) - V2(—sent,cost,sent — cost)dt
0

27
=— 2/ (1 + cos® t)dt = —6.
0

D’altra parte, dato che rotF'(z,y,z) = (—1,—1,—1), abbiamo che

/ rotF - isdX :/ (-1,-1,-1)-(1,1,1)dady
b B 5(0)

= 3B 5(0)| = —6r.
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Soluzione 3 La funzione data non e definita per y = 0, ma puo essere estesa in tale punto in
modo da formare una una funzione continua e derivabile infinite volte. Il modo piu veloce di vedere
questo e utilizzare lo sviluppo in serie di Taylor della funzione seny per scrivere

2k

- y
flz,y) = x};(*l)km-

Siccome la serie & convergente per ogni y € R, se ne deduce che f € C*°(R?). Per quanto riguarda
la ricerca dei punti stazionari, scriviamo

seny Yy cosy — seny
Vf(w,y)<y,z _ )

Tale gradiente si annulla per x = 0 e per y = km, k € Z \ {0}; il punto (0,0) non & un punto
stazionario, in quanto per continuita, si ha che Vf(0,0) = (1,0). Abbiamo quindi infiniti putni
stazionari; per classificarli, scriviamo la matrice Hessiana di f. Troviamo che per k # 0,

(=1)*
0 km
Hf(0, k) =
(=1)*
km 0
Siccome 1
detHf(O,lmr) = *W < 0,

possiamo concludere che le matrici Hessiane sono indefinite e quindi tutti i punti trovati sono punti
di sella.

Soluzione 4 Dato che la funzione integrale non dipende da y, ci possiamo ricondurre ad un
integrale doppio

/f(x,y,z)dmdydz:/ g(x, z)dxdz
E D

dove g(x,2z) = |(z+ 1)z —1+2x| e D = {(x,2) € R? : 22 + 22 < 1}. Siccome nell’integrale compare
un valore assoluto, bisogna studiare il segno

1+z)z—142>0;

tale studio e equivalente a
I+z)z>1-—ux;

per dividere per 1+ 2 bisognerebbe studiare il suo segno; dato che perd l'integrale & su 2% + 22 < 1
dove |z] < 1, se ne deduce che 1+ z & sempre positivo. Quindi lo studio del segno, su D, si riduce
alla condizione

1—x
z > .
“1l+zx

Anche |z| < 1, quindi la condizione precedente non & mai verificata per —1 < z < 0; denotiamo
quindi con D = {(x,2) € R? : 42 > 0,22 + 22 < 1} in modo da trovare che

/|(1+x)z—1+x|dzdz:/ (1—zfzfxz)dzdz+/ [(14+2)z — 14 z|dxdz.
D - D

+
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Su D~ possiamo usare le coordinate polari per trovare che

3 1
2 2
/ (1—2—z—zz)dxdz = / dﬂ/ (0 — 0* cost) — g?sen®) — p>send cos¥)dp = g + 3
_ z 0
mentre
1 cEa
/ |(1+ac)z—1+ac|dmdz:/ dx/ (1—2—(142)2)dxdz
D+ 0 —V1—x2
1 V1—z2
+ / dx/ (I1+2)z— 1+ z)dxdz
0 o5t
=4In2— E
12
In definitiva,
11 =
/ [(z+ 1)z — 1+ z|dedydz =4In2 — — + —.
. 12772

Soluzione 5 Per la converegenza puntuale della serie notiamo che per £ = 0, la successione di

funzioni
(z) -
up(x) =/ —————
b kiz + k

si annulla, mentre per x # 0 la successione uy(z) ¢ asintotica a

1

k2
e la serie di questi ultimi converge. La convergenza puntuale si ha quindi in [0, +00). Studiamo
ora la convergenza totale:

1
swp Ju(@)] = = = My
z€[0,+00) k2

e la serie degli M}, e convergente. Quindi la serie converge totalmente e quindi uniformemente in
[0,4+00). Per quanto riguarda le derivate, siccome

k
up(r) = ——;
2\/x(k*x + k)3
tali funzioni non sono definite per x = 0, mentre per x # 0 la serie associata & convergente in
quanto uj,(z) ¢ asintotico a 5. La serie convergerd puntualmente in (0, +00), ma non ci sard
convergenza uniforme in tutto l'intervallo altrimenti si avrebbe convergenza anche per x = 0. La
convergenza & totale negli intervalli della forma [a, +00) per ogni a > 0 in quanto
k /

su w(z))= —/—— =M
ze[a7£m)| k()] 9 /7a(k4a+k)3 k

e la serie dei Mj, converge. Avremo quindi convergenza uniforme negli intervalli [a, +00) per ogni
a > 0. La funzione f sard quindi continua in [0,400), derivabile nell’intervallo aperto (0,+00)
mentre non avremo derivabilita in « = 0 con derivata data da

k

f(x) = ; NE TG k:)?’;
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tale derivata e positiva, quindi la funzione e strettamente monotona crescente con

=1 w2
fO)=0,  lim fl@)=) 5=
k=1

T—r+00

Lo stesso tipo di ragionamente permettera poi di concludere che la funzione ¢ in realta f e di classe
C*°(0,4+00); in particolare avremo che per la derivata seconda si ha

i k(4k* + k) (k*z + k)*

i 4Ayad(kir +k)°

tale derivata e definita per > 0 ed e sempre negativa, quindi la funzione f & concava.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 18 febbraio 2013

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy;

y"(t) + 2y'(t) + y(t) = tet cost

y'(0) = 0.
Esercizio 2 Verificare che 1’equazione
(22 +3z) +3y=0

definisce localmente attorno al punto (—3,0,3) una funzione z = g(z,y). Scrivere
lo sviluppo di Taylor di ordine 2 di g attorno al punto (—3,0).

Esercizio 3 Determinare massimi e minimi di
fla,y) =a® —y?
sull'insieme E = {(z,y) € R? : y%e” + 22e¥" < 1}.
Esercizio 4 Determinare il volume dell’insieme
E={(r,y,2) eR¥:2? + 1 < 1,2+ 22 < 1}.

Esercizio 5 Scrivere la serie di Fourier, studiandone le varie convergenze, della
funzione 2r—periodica pari definita per = € [0, 7] da

f(z) = xcosz.



Soluzione 1 L’equazione data ¢ del secondo ordine lineare a coefficienti costanti. Il polinomio
caratteristico dell’equazione omogenea associata ¢ dato da

pPA) =N 4220 +1= (N +1)2,
quindi la soluzione generale dell’omogenea associata e data da
Yo(t) = (c1 + cat)e™

in quanto A = —1 & una radice con molteplicita due. Per la soluzione particolare, utilizziamo il
metodo per somiglianza e cerchiamo la soluzione nella forma

Yp(t) =€ ((a + bt) cost + (¢ + dt)sen t);

imponendo che tale soluzione risolva I'equazione data, troviamo che a = —4/125, b = 3/25, ¢ =
—22/125 e d = 4/25. La soluzione generale sara quindi data da

t 4 4t 22
y(t) = (C1 + Czt)eft + et (3— — —) cost + (— - —)sent .
25 125 25 125

Imponendo le condizioni iniziali troviamo infine che ¢; = 4/125 e co = 3/25, cioe la soluzione del
Problema di Cauchy e data da

(t)*(ﬁwLi) “ttet (ﬁfi)costJr(ﬁfg)se t
YW =15 T 1957 T \\35 ™ 125 25 125)°"° )"

Soluzione 2 La funzione f(z,y,z) = 23 + 3zz + 3y ha il gradiente dato da
Vi@, 2) = (32,3,3:% + 3)

che nel punto (-3, 0, 3) diventa (9, 3, 18). Quindi si puo applicare i Teorema della funzione implicita
rispetto a tutte e tre le variabili; in particolare possiamo concludere che localmente attorno al punto
(=3,0,3) il livello E = {f = 0} & un grafico di una funzione z = g(z,y) con g(—3,0) = 3. Per lo
sviluppo di g si trova che

11 1/ -1 _1
g(wy) =3+ (__’_‘) <$+3,y>+‘( 2 ¥ )<:c+3,y)-(x+3,y>+o<||<:c+3,y)||2>,
2 6 2 18 36
cioe
(r,9) =3~ 5@ +3) gy~ 2@ +3)° = (@ +3)y — 59> + olllz +3,1)I1)
Y =2 gl 67 24" 18 YTl el S B

Soluzione 3 Iniziamo col cercare i punti stazionari interni al vincolo imponendo il gradiente della
funzione uguale a 0;

Vf(x,y) = (2$a —2y)=0

se e solo se (z,y) = (0,0). Si puod notare, mediante lo studio della matrice Hessiana, che tale punto
€ un punto di sella, e quindi il massimo e il minimo vengono necessariamente assunti sul bordo.
Per determinare i punti stazionari vincolati, usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange;

L(zy)) = 2® — 9 — A(w26y2 + e — 1).
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Imporre che tale Lagrangiana ha un punto stazionario porta alla ricerca delle soluzioni del sistema;

(1= Me¥ +y2e7)) =0
y(1+ A2 +e7°)) =0
22e¥” 4 y2e”’) = 1.

Si hanno varie possibilita; la prima e che x = 0, da cui la terza equazione implica che y = £1 e

quindi A = —1, la seconda & che y = 0, da cui x = +1 e A = 1. Resta escluso il caso
1—A(ev” + er””Z) =0
1+ A(2%e¥ +e*)=0
2
1

si nota pero che, un semplice studio del segno implica che nella prima equazione A\ deve essere
positivo, mentre nella seconda dovrebbe essere A negativo. La sola possibilita sarebbe A = 0, ma
in tal caso non si trovano soluzioni del sistema. Quindi gli unici punti stazionari vincolati per f
sono (1,0) e (—1,0) dove la funzione vale 1, (0,1) e (0, —1) dove la funzione vale —1. I primi due
sono quindi i due punti di massimo, mentre i secondi due sono punti di minimo.

Soluzione 4 Il volume di E & dato da

1
Vol(E) :/ dxdydz:/ Area(E,)dx
B

-1
dove E, = [-V1 — 22,v/1 — 22]?. Quindi
1
1
Vol(E) = 4/ (1 —2%)dr = 36.

-1

Soluzione 5 La funzione & pari ed & 27—periodica, quindi calcolo solo i coefficienti ax, k& > 0.

™

2/” 4
ag = — rcosxdr = —.
0 ™

Per i rimanenti coefficienti, dividiamo i casi kK = 1 e k > 1; nel primo caso, usiamo la formula

cos’x = W e troviamo che

2 [T 9 T
a; = — xrcos” xdr = —,
T Jo 2

mentre per k > 1 usiamo l'identita
1
cosx coskx = 5(005((k + 1)z) 4 cos((k — 1):5))

in modo da ottenere che

9 [7 2 k241 k41
_Z kx)de = = ( (=1)F! -
ak 7T/0 x cos x cos(kx)dx - (( ) K2 —1)2 (k21)2)

quindi a; = 0 se k ¢ dispari, mentre se k ¢ pari, cioe k = 2h, allora

16h2% + 2

T — 1)
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In definitiva otteniamo lo sviluppo in serie di Fouier

2 — 16h? +4
f(x)—;"'_COSZC—Zm

5 cos(2hx),
h=1

con convergenza puntuale, uniforme e totale sugli insiemi compatti di R in quanto la funzione f ¢
continua su tutto R.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 8 marzo 2013

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

22y () + y(x) = 2%/

y(1) = 3e;
della soluzione trovata determinare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 Studiare gli insiemi di livello della funzione

%+ y2
52

f(x7y7z) -

9

indicando per quali valori ¢ € R l'insieme E. = {f = ¢} ¢ una superficie. Usare
tali insiemi per determinare il massimo e il minimo di f sull’insieme B;(0,0,4) =
{(z,y,2) eR®: 22 + 42 + (2 —4)? < 1}.

Esercizio 3 Calcolare I'area della regione di piano
E={(z,y) e R* : 2? <y < 22% y* <1 < 3y°).
Esercizio 4 Dato il campo
F(z,y,z) = (e (z — 2), cos zsen z, zy),

scriverne la divergenza ed il rotore. Dire quindi se tale campo e conservativo e
calcolare il flusso di F' uscente dall’insieme

E={(v,y,2) eR*: 2 +*<4,0< 2 < 1}

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

+00 1
In{1+— "
; n < + n) (sen )



Soluzione 1 L’equazione data ¢ lineare del prim’ordine se scritta nella forma
’ 1 1/x
y'(z) = _ﬁy(w) +e

avremo che a(z) = 1/2% e b(z) = e'/*, quindi

* 1
A(z) = / a(t)dt = — — 1,
1 X
da cui il fatto che la soluzione & data da

y(z) = e (3e + / eA“)b(t)dt) = el/7(z 4 2).
1

Soluzione 2 1l livelli sono ottenuti imponendo

1.2+y2 B
5 =

G
z

tale equazione ha senso se ¢ > 0 e per ¢ = 0 si ottiene x = y = 0, cioe il fatto che

Ey = {(0,0,Z) F R 7£ 0}7

cioe l’asse delle z privato dell’origine (si noti che il dominio di f & dato da R? privato del piano
orizzontale z = 0). I livelli ¢ > 0 sono dati dai coni

Ee={(z,y,2) €ER® : 2 #£0,2” +* = c2”};

il fatto che i livelli con ¢ # 0 siano superfici si pud vedere mediante il teorema della funzione
implicita in quanto il gradiente di f ¢ dato da

2x 2y 2(x? + 52
Vf(.’L',y,Z): (;a;a_%

che & non nullo se (z,y) # (0,0). Per quanto riguarda il problema di massimo e minimo, la funzione
¢ positiva e nulla in Ey; dato che E interseca B1(0,0,4) nel segmento

S={(x,y,2) eER®* 12 =y=0,3<2z<5},
avremo che
min f =0, assuntoin S.
B1(0,0,4)

Avremo massimo quando il cono E. sara tangente 9B1(0,0,4); questo significa richiedere che nel

sistema
2?2 +y? = 22

P+ +(z—-4)?%=1
quando sostituiamo la prima equazione nella seconda in modo da ottenere
(c+1)2> —=824+15=0
si ha una soluzione z, cioe quando il discriminante di tale equazione e nullo;

A=1-15¢c=0.
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In corrispondenza di ¢ = 1/15 si ha z = 15/4 e 2% + y*> = 5. 1l massimo vera quindi assunto sulla
circonferenza

1 1
c={@yeris= L ay =121

In definitiva,

1
max f = —, assuntoin C.
B1(0,0,4) 15

Soluzione 3 Per calcolare I'area della regione data effettuiamo il seguente cambio di variabili

{UZ%

.
v=%
yZ

Abbiamo cioe posto

dato che

detDF (z,y) =

8
<

otteniamo che

1 3 1 1
Area(E) = | dody == | 2%y° dd:—/—dd
rea(FE) /Eacy 3/E$y:v2y2 zdy = 3 fvr udv

dove
E'={(u,v) eR*:1<u<21<v<3}.

Si ottiene quindi che
1
A E)=—.
rea(E) 5
Soluzione 4 Notiamo che
diVF(x7 y, Z) = 0,
mentre

rotF(x,y,z) = (x — cosx cos z, eyzs(l +3y2%) (2 — 2) — y, —senxsen z — 2Py’ (z—2)).

Quindi il campo non e conservativo e, grazie al teorema della divergenza,
O(F,0F) = / divF(z,y, z)dxdydz = 0.
E

Soluzione 5 La serie puo essere ricondotta ad una serie di potenze ponendo y = senz. In questo
modo, dato che In(1 + %) ¢ asintoticamente equivalente a %, troviamo che

1
lim ™ /In (1+—) =1,
n—-+oo n

e quindi il raggio di convergenza ¢ R = 1. La serie quindi converge sicuramente puntualmente e
assolutamente per —1 < y < 1. Per y = 1 la serie non converge, mentre per y = —1 converge
grazie al criterio di Leibniz. In definitiva avremo, nella variabile y:

1. convergenza puntuale in P, = [—1,1) e assoluta in PA, = (-1, 1);
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2. convergenza uniforme in U, = [—1,a] per ogni 0 < a < 1;
3. convergenza totale in Ty, = [—a, a] per ogni 0 < a < 1.
Tornando alla variabile x, avremo:
1. convergenza puntuale in P, = R\ {§ 4 2k, k € Z} e assoluta in PA, = R\ {§ +kn,k € Z};
2. convergenza uniforme in U, = {z € [7/2 + 2kn + a,57/2 + 2k7 — a|, k € Z} per ogni a > 0;

3. convergenza totale in T, = {x € [-7/2+ kn + a,7/2 + knm — a], k € Z} per ogni a > 0.

73



CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 17 giugno 2013

Esercizio 1 Trovare I'integrale generale della seguente equazione differenziale:

y'(t) — @ = () sent.

FACOLTATIVO: tra le soluzioni trovate, dire quali sono definite in un intorno di ¢t = 0
e determinare il comportamento di tali soluzioni per ¢t — 0.

Esercizio 2 Dire se la funzione r : [3, 3] x [1,¢] — R?
r(t,s) = (Int,In s, t)

definisce una superficie regolare; in caso affermativo, determinare retta normale e
piano tangente alla superficie in 7(1,2) e calcolare 'area della superficie.

Esercizio 3 Determinare massimo e minimo della funzione

fz,y) ==y

sull’insieme

2
E={(z,y) eR*:0<y<ax+—=,32° +5° <8}

V5

Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale triplo;
/ |\zyz|e?” dudydz
E

dove E = {(2,y,2) € R®:3(2% + %) <22 < 1— 22 — ¢},

Esercizio 5 Scrivere la serie di Fourier, studiandone le varie convergenze, associata
alla funzione 27-periodica pari che coincide in [0, 7) con la funzione

o= (--3)"

Da tale serie dedurre i valori delle somme delle serie

o0




Soluzione 1 Siamo in presenza di un’equazione di tipo Bernoulli; con la sostituzione v(t) = y(t) =2
si arriva all’equazione differenziale lineare del primo ordine

20(t
o' (t) + # = —2sen t

la cui soluzione generale e data da

4 sent 4cost A
T2 + 2

v(t) =2cost —

Quindi la soluzione generale dell’equazione di partenza ¢ data da
1
ylt) = dsent _ dcost | A
sen COS
\/ 2cost — =72 — + 5

t2 t2

Tale soluzione ¢ definita se la funzione v(t) & positiva; per ¢ — 0 abbiamo che

A—4 2 9
u(t) = t—275+0(t ).
Se A #£ 4, abbiamo che per t — 0,
A—4
o) ~ 2

che & positiva se e solo se A > 4; in tal caso avremo che v(t) — 400 per t — 0, quindi

lim y(t) = 0.

t—0

t2

Se A = 4, allora v(t) ¢ asintotica a —% che ¢ negativa, quindi la soluzione y(t) non ¢ definita per

t— 0.

Soluzione 2 La funzione 7(t,s) & sicuramente di classe C!, quindi per verificare se 7 definisce
una superficie regolare resta da verificare la condizione sul rango della matrice Jacobiana Dr(t, s).
Dato che

1 1
rltss) xru(t9) = (<3.0.55).

S

ne deduciamo che r definisce una superficie regolare. Dato che r(1,2) = (0,In2,1) e 7(1,2) x
rs(1,2) = (f%, 0, %) troviamo che la retta normale alla superficie in r(1,2) & parametrizzata da

1 1
0,In2,1 t{—=,0,=
(,D,)+ ( 2;32)3

che in coordinate cartesiane diventa,
y=1n2
r+z=1.
L’equazione del piano tangente invece & data da
r—2z+1=0.

L’area della superficie infine & data da

4 4
¢ 3 ¢ 3 4/1 42 ) 3
Area:/ ds/ lr+(t, s) x rs(t, s)||dt :/ ds/ 7+dt =—+In_.
L s A 12 7
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Soluzione 3 Iniziamo col cercare i punti stazionari interni ad E; dato che

Vf(x,y) = (y,.%')

che si annulla esclusivamente in (0,0) (punto non interno ad E), la ricerca di massimo e minimo
si riduce alla ricerca dei punti stazionari vincolati. Il bordo di F & fatto da tre lati e tre vertici; il

lato y = 0 con ,%\/g <z < 5\/§ (dove la funzione vale costantemente 0), il lato y = = + %\/g

con f%\/g <z <0, illatoy= 3/532 con 0 <z < 5\/§eitre vertici (7%5,0), ( 5\/5,0) e

(0, %\/5) (in tutti questi vertici la funzione & nulla).
Sul secondo lato consideriamo la funzione

2 9 2z
o= (s 2] =4 22
) ( 3v/5 3v/5
tale funzione ha un punto stazionario per z = ,3;\/5 dove la funzione vale

(58) =

g 35) 35

Sul terzo lato conviene usare i moltiplicatori di Lagrange; introduciamo quindi la funzione
zy — A(32° + 5y° — 8)

in modo da arrivare al sistema
y = —15Xz*
x = 1532328
325 + 5y? = 8.

Tenendo presente che x > 0, si giunge alla soluzione del sistema datadaz =y =1e XA = 1—15; in

corrispondenza di tale punto stazionario vincolato si ha f(z,y) = 1. In definitiva abbiamo trovato

che
1

1 1
— assuntoin | ———,——= |,
3V/5 ( 3v/5 3\/5)

min f = —
in f

mentre
mgxf =1, assunto in (1, 1).

Soluzione 4 Sfruttando la parita della funzione integranda e le simmetrie dell’insieme di integra-
zione, possiamo scrivere che

/ |xyz|eyzdzdydz :8/ zyzeyzdzdydz
E ’

con B/ = {(z,y,2) €R3: 2 >0,y > 0,2 > 0,/3(22 +32) < 2 < /1 —a2 —y2}. Si arriva quindi

all’integrale

) 1 /1 _ 2 /1,I2,y2 ,
/ |xyzle?Y daxdydz :8/2 dz/ ’ dy/ xyzeY dz
B 0 0 V32 +y?)

2 Vi-e? > L 11
:8/ dz/ ry(1 — 42 — 4y®)e?¥ dy = 4e? — 5
0 0
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Soluzione 5 La funzione, come funzione da R in R, ¢ continua e pari; quindi la serie di Fourier
converge totalmente e quindi uniformemente sui compatti di R. Tracciando il grafico di f si nota
poi che la funzione & m-periodica; scriviamo in ogni caso i coefficienti di Fourier pensando ad f
come 2m-periodica.

La parita della funzione implica che b = 0 per ogni k£ > 1, mentre

2 (" T\ 2 3
aoz—/—<:c——) dr = —,
T Jo 8 2 48

2 (Tx m\? d k
o= [ § (= 3) eosthare = g (-1 1

tali coefficienti sono nulli se k & dispari, mentre sono non nulli solo se k = 2h & pari. Se ne deduce
che la serie di Fourier associata ad f e data da

=1
};h_ cos(2hx).

mentre

<o|>]
oo|=1

Valutando tale espressione per x = 0, dato che in tale punto coincide con f(0) = si ottiene che

>
h=1

si ottiene invece ’espressione

32’

jus

con la valutazione in z = 5 ox = %,

2

z:: 12

Mediante la formula di Parseval si ottiene infine che

4

1 T
2w~

7



CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 15 luglio 2013

Esercizio 1 Dire per quali valori del parametro v > 0 la soluzione del Problema di

Cauchy
ty'(t) +y(t) = y(t)?
y(1) =«

¢ definita sulla semiretta (0, +00).
Esercizio 2 Dire se I'equazione
=P+t -2+ 22 =0

definisce implicitamente attorno al punto (—1,0, —1) una funzione y = g(z, z). Di
tale funzione scrivere il polinomio di Taylor del secondo ordine e scrivere le equazioni
del piano tangnente e della retta normale al grafico di g nel punto (-1, —1).

Esercizio 3 Fissati i parametri a, b, ¢ > 0, calcolare il flusso del campo
F(:Ea Y, Z) = (3$y2 - x?’v yZQ - ygv 3$22)

uscente dalla superficie

Z:{(:U,y,z)ER:S:z—i—i-:Z—iji—z:l}.
Esercizio 4 Classificare i punti stazionari della funzione
fla,y) =2 =2y’ +y° + 7
dire infine se la funzione f ammette massimo e minimo su tutto R2.
Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

i(ewln—1>.

n=1



Soluzione 1 L’equazione puo essere trattata sia come equazione a varibili separabili che come
equazione di tipo Bernoulli; notiamo anzitutto che y(¢) = 0 & una soluzione del problema nel caso
a = 0. Le soluzioni non nulle sono date da

1
y(t) = 77
=t +1
tali soluzioni sono definite eccetto che in ¢ = —%5 se a # 1, mentre per o = 1 troviamo la soluzione

y(t) = 1. La soluzione sara quindi definita in tutto (0, 400) se @ =0, a = 1 0 se z%7 < 0, cioe se
a € [0,1].

Soluzione 2 Posto f(z,y,2) = 2° — y® + 2° + 2% — 2y + 22, si nota subito che f(—1,0,—1) = 0;
inoltre
Vi(z,y,z) = 5zt + 2z, —5y* — 2,52 + 22),

da cui Vf(-1,0,—1) = (3,—2,3). Quindi si pud applicare il teorema della funzione implicita
per concludere che I'insieme {f = 0} & localmente attorno al punto (—1,0,—1) un grafico di ogni
variabile rispetto alle altre due. In particolare & localmente grafico di una funzione y = g(z, 2); di
tale funzione si possono ricavare le varie derivate in (—1,—1) trovando che

Vg(—1,-1) = (;g) Hg(—1,-1) = ( 59 f)g )

Da cio segue che il piano tangente ha equazione
3r —2y+32+6=0,
mentre la retta normale ¢ data da

2 +3y+2=0
3y+2z+2=0.

Per quanto riguarda il polinomio di Taylor avremo che

3 Hg(-1, -+ 1Lz 4+ 1) @+ 1Lz 4+ 1) +ofll(w, 2) — (=1, ~1)|)

3 3 9 9

=S D)+ S ) = S DR S (e D4 ofll (@, 2) — (<1, - D)),
Soluzione 3 Per il calcolo del flusso utilizziamo il teorema della divergenza; dato che divF (z,y, z) =
22, troviamo che

4mabc?

15

O(F.X) = / 22dzdydz =
E

dove ) ) )
— 3. % y z .
E—{(m,y,z)eR -F'f'ﬁ‘f'c—gﬁl}y
per il calcolo dell’integrale si puo procedere in vari modi, il pitt semplice ¢ mediante le coordinate
ellissoidali, trovando che

27 ™ 1
/ 22dedydz = abcg/ dﬂ/ dgp/ o* cos? psen pdyp
E 0 0 0
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Soluzione 4 Iniziamo col calcolare gradiente

Vf(z,y) = (2z — 22y°, —32°y* + 2y + 3y°)

o 2=2y —6xy?

e matrice Hessiana

La condizione V f(x,y) = 0 individua quattro punti; (0, 0), (0, fg), (\/g, e (f\/g, 1). Siccome

Hf(0,0><§ g) HF(0,-2/3) = (% _02>

La sola prima matrice & strettamente definita positiva, mentre le altre hanno determinante negativo;
il primo punto & quindi punto di minimo locale stretto, mentre gli altri sono punti di sella.
Notiamo infine che valutando f(0,y) si trova che

mentre

lim  £(0,y) = +o0,

y—Foo

quindi f non e limitata né inferiormente né superiormente, quindi non ammette massimo e minimo
su tutto R2.

Soluzione 5 Si nota anzitutto che per |x| < 1, il termine generale
esm — 1

non tende a zero e quindi non ci pud essere convergenza. Per |z| > 1 abbiamo invece che

N 1
ezz — 1‘ ~ —,
|["

e quindi per il criterio del confronto asintotico la serie converge in quanto la serie data & asinto-
ticamente equivalete alla serie geometrica di ragione ‘—i‘ < 1. Quindi si ha convergenza puntuale
in (—oo,—1) U (1,+400). Per la convergenza uniforme si nota che non si potra avere convergenza
uniforme su tutto (—oo, —1) U (1, +-00) in quanto le funzioni e¥™ — 1 sono continue in tale insieme
e la convergenza uniforme implicherebbe la convergenza puntuale in (—oo, —1]U[1, +00), che & un
assurdo. Fissiamo quindi a > 1; siccome per |z| > a si ha che

1 1
er"—l‘gea"fl

e la serie associate a questa ulitma successione e convergente, se ne deduce la convergenza totale
in (—oo0, —a] U [a, +00) per ogni a > 1, da cui anche la convergenza uniforme sugli stessi intervalli.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 2 settembre 2013

Esercizio 1 Determinare I'integrale generale della seguente equazione differenziale;
y'(8) + 6y/(t) + 9y(t) = e In(1 +1%);
trovare quindi tutte le soluzioni per cui

lim y(t) =0

t——+o0

e tra queste determinare tutte quelle per cui y(0) = 0, indicandone il dominio di
definizione.

Esercizio 2 Dire se I'equazione
(°y — y*Vz,In(x +y + 2) + 2sen (y + 2)) = (=2,0)

definisce in un intorno di (1, —1, 1) una curva regolare; determinare quindi la retta
tangente e il piano normale a tale curva nel punto (1, —1,1).

Esercizio 3 Dire se la funzione
flx,y,2) =2® + 4% + 22
ammette massimo e minimo sull’insieme
E={(v,y,2) € R®: xy2* = 2};
in caso affermativo, determinarli.
Esercizio 4 Calcolare la circuitazione del campo
F(z,y,2) = (z,9°,2)
lungo la curva 913, bordo della superficie
YS={(r,y,2) ER* :2* + 9y + 22 =R> x>0,y >0,2>0}
con orientazione indotta dalla normale esterna.
Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzione

flz) = Z 7Vk4x+k

I , x> 0;

Y

k=1

dire quindi se e dove la funzione f ¢ derivabile.



Soluzione 1 Il polinomio caratteristico associato all’equazione dato e
p(N) = A2+ 61 +9= (A +3)2
da cui il fatto che la soluzione generale dell’equazione omogenea associata ¢ data da
yo(t) = (1 + eat)e™™

per determinare la soluzione dell’equazione completa dobbiamo applicare il metodo della variazione
delle costanti, arrivando al sistema

{ ci(t) + o (t)t =
—3c)(t) + ch(t) — 302( = In(1 + ¢3).

Si trova in tal modo che

ch(t) = —tIn(1 +t?)
{ ch(t) = In(1 + t2),

quindi

Cl(t) =cCc1 — %ln(l -‘rt2) + %

c2(t) = co + tIn(1 + t?) — 2t + 2 arctan(t),
da cui il fatto che la soluzione generale ¢ data da

2

2 -1 t2
y(t) = <Cl + cot + In(1 + %) + 5 T2 arctan(t) — 2t2) e 3t

Tali soluzioni soddisfano la condizione

lim y(t)=0

t—+oo

per ogni scelta di ¢; e ¢z, mentre la condizion y(0) = 0 & soddisfatta se ¢; = 0 e tali funzioni sono
definite per ogni t € R.

Soluzione 2 La matrice Jacobiana della funzione f ¢ data da

5ty x+%+z + 2wsen (y + 2)

Diys) = | ©-2VE ot e eos(y + 2)
2

-z z+y+z + 2% cos(y + 2)

che nel punto (1,—1,1) diventa

-5 1
Df(1,-1,1) = 3 2
_1 9

2

Tale matrice ha rango due, in quanto ad esempio il prodotto vettoriale tra i due vettori v =
(=5,3,—1) e w = (1,2,2) & dato da

19
2 )
tale vettore € non nullo ed individua la direzione tangente alla curva localmente definita dall’e-

quazione data intorno al punto (1,—1,1) come corollario del teorema della funzione implicita.
L’equazione della retta tangente in forma paramtrica sara data da

vxw=(7,—,—13);

19 19
r(t) = (L =L 1)+ #(7, 7, =13) = (L + 76, =1 + -, 1~ 130),
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che in forma cartesiana diventa

{ 19z — 14y = 26

13z 4 7z = 20.
L’equazione del piano ortogonale si trova imponendo
19
(7, —-13)-(x—1,y+1,2—-1) =0,

? )
e quindi la sua equazione sara
14x + 19y — 262z + 31 = 0.

Soluzione 3 L’insieme dato & chiuso ma non e limitato in quanto ad esempio, se sezionato col
piano z = y si ottiene che E contiene la curva (%, y,y?); la funzione altro non & che la funzione
quadrato della distanza dall’origine e lungo la curva precedente la funzione vale

2 4
(S =—=+v+y
y3 YO

e tali valori tendono ad infinito sia per y — 0 sia per y — Foco0. Ha quindi senso cercare solo il
minimo di f su F e per far cioe utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange
2? oy 22— Nayz? - 2);

in tal modo si trovano quattro punti, che quindi saranno i punti di distanza minima di £ dall’origine,

(1,1,v2), (1,1, =v2). (=1,-1,/2) e (=1, -1, —/2).

Soluzione 4 Per risolvere tale esercizio possiamo procedere in due modi; il primo mediante la
definizione di cicuitazione, l’altro applicando il teorema del rotore.
Nel primo caso possiamo parametrizzare il bordo 97X mediante le tre parametrizzazioni

~v1(t) = (Rcost, Rsent,0), te [0, g} ,

v2(t) = (0, Rcost, Rsent), te [0, E} ,

v3(t) = (Rsent, 0, Rcost), te [0, g} )

In tal modo si trova che

™

3
F- dé’:/ (Rcost, R*sen?t,0) - (—Rsent, Rcost,0)dt+
oty 0

+ /2 (0, R? cos® t, Rsent) - (0, —Rsent, R cos t)dt+
0

™

+ /2 (Rsent, 0, Rcost) - (Rcost,0, —Rsent)dt
0

z
:R?’/ (sen?t cost — sent cos® t)dt = 0.
0

Analogamente, applicando il teorema del rotore si nota che
rotF(z,y,z) =0,

da cui il fatto che
/ F-d§=/rotF-ﬁng=O.
o+x b
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Soluzione 5 Poniamo

ug(x) = P
per z = 0 si ha che
1
mentre per z # 0 si ha che
N3
Uk(l') ~ ﬁa

da cui il fatto che la serie converge puntualmente per ogni z > 0. Per quanto riguarda la
convergenza uniforme si ha che, posto

si ottiene

(@) = fa(@)| = (@) = fal@) = D un(@) > uppa (@),
Si ottiene quindi che

lim sup |f(z) — fu(x)] > lm supu,ii(z) = +oo.

n—-4o0o >0 n—)JroozZO

Quindi non si pud avere convergenza uniforme su tutto [0,+00). Vediamo se c¢’¢ convergenza
uniforme sugli intervalli della forma [0, a] con a > 0; studiamo direttamente la convergenza totale,

notando che
VEkia +k
sup up(z) = i Mp(a)
z€(0,a]

e la serie -
> Mi(a)
k=1

¢ convergente, da cui la convergenza totale e uniforme in [0, a].
Per la seconda parte dell’esercizio, dobbiamo studiare la serie associata alle funzioni

Otteniamo che )

= 1
2k=
e la serie associata a tale successione non converge; invece per x # 0 si ottiene che

Vk (0)

1
Ok(@) ~ S

da cio la convergenza puntuale per x > 0. La convergenza non potra essere uniforme fino ad z = 0,
pero se fissiamo a > 0 e dal fatto che

= Myg(a);

1
sup vy ()

z€[a,+00) N 2\/ k4a + k
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la serie associata a tale successione converge, da cui la convergenza totale e uniforme negli intervalli
[a, +00). Grazie al teorema della derivazione per serie se ne deduce che la funzione f & derivabile

in (0, 400) con

.o 1
f(””)‘zwm’

k=1

mentre non ¢ derivabile in x = 0.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 settembre 2013

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

( 1
//t —ult) =
y'(t) —y(t) o

1

0)=—=

y(0) 5
1
"0y =1n2— =:
\y() n2-;

di tale soluzione calcolare
tl}ﬂoy(t)

Esercizio 2 Sia r : [0,2] — R? la funzione

r(t) = (1 —cost + (2 — t)sent,sent + (2 — t) cost);
studiare qualitativamente la funzione ||7(¢)||? quadrato della distanza dall’origine al
tempo t ed usare tale studio per dire se la mappa r definisce una curva sempli-
ce. Calcolare quindi il parametro d’arco, la lunghezza e la curvatura della curva r

mediante la riparametrizzazione per lunghezza d’arco.
Esercizio 3 Determinare massimo e minimo della funzione
flzy)=x+y
sull’insieme F = {(z,y) € R? : |oy| < 1,22 + y? < 4}.
Esercizio 4 Determinare il volume dell’insieme
E={(z,y,2) eR*: 2® +9* < 22, 2® + y* + 2* < 2z}
Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni

n(x) = ez, x € R;

determinare quindi

lim /R fo(2)dz,  lim /1 ().

n—-+o0o n—-+o00



Soluzione 1 La soluzione dell’omogenea si trova mediante la ricerca delle radici del polinomio
caratteristico p(A\) = A2 — 1 = 0; la soluzione generale dell’omogenea & quindi data da

Yo(t) = cre’ + coe™t.
Per la determinazione della soluzione particolare usiamo il metodo della variazione delle costanti;
si giunge quindi al sistema
/ —
cy 0
{ d(t)et —ch(t)e™ = 7.

—~
~
~—
9]
~
+
8
o~
—
~+
~—
)
|
~
|

Si trova quindi che

cll (t) = 262f(el+e")
t
C/Q(t) = 72(12_615)5

da cui il fatto che la soluzione generale dell’equazione completa & data da

t 1 t —t
y(t) = cre’ + coe™t — 2¢ 73 + % In(1 + e').

o~

Imponendo le condizioni iniziali troviamo che ¢; = c2 = 0 e quindi

t 1 t —t
y(t) = —§€t — 5 + % ln(l + et).

Per tale soluzione si ha che

lim y(t) =0,

t— o0

come si puo verificare scrivendo
In(1+e")=t+In(l+e?")

ed utilizzando lo sviluppo
In(1+e ) =et+o(e™).

Soluzione 2 La funzione r & continua quindi definisce una curva; tale curva e regolare in quanto
r € C*([0,2]). Dato che

r'(t) = (2 — t)(cost, —sent), I @) = (2 —1),
troviamo che r definisce una curva regolare. Per vedere se tale curva & semplice, poniamo
fO=Ir®|*=2+2—-t)*+2(2—t)sent —2cost, tel0,2].

Si nota che
£(0) =4, f(2) =2(1 — cos2).

Inoltre
f(t)=2(2—t)(cost —1) <0,

quindi f e strettamente monotona decrescente; non essendoci quindi due punti della curva che
hanno la medesima distanza dall’origine. Quindi la mappa r & iniettiva e quindi la curva & semplice.
Il parametro d’arco & dato da

At —

s:s(t):/O(QfT)dT— 5
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quindi
£(r,[0,2]) = s(2) = 2.

Possiamo quindi riparametrizzare in lunghezza d’arco definendo 7 : [0, 2] — R2,
7(s) =i (s(t)) = r(t(s))
=(1,0) + (—cos(2 — V4 — 2s),sen (2 — V4 — 2s))+
+ V4 — 2s(sen (2 — vV4 — 2s), cos(2 — V4 — 29))

ottenuta ricavando ¢ in funzione di s,

In questo modo si ha che

e quindi
7Ir(s) = k(s)n(s) = \/41_—28(—8611 (2 — V4 — 2s), — cos(2 — V4 — 25)),
cioe i )
k(s) = =5
che con il parametro t diventa .
k(t) = Cy—

Soluzione 3 Dato che
Vi(z,y)=(1,1) #0,
se ne deduce che massimo e minimo vanno ricercati sul bordo di F.
Iniziamo col cercare le intersezioni tra le curve |zy| = 1 e 22 + y? = 4; tali curve si intersecano
in otto punti,

<\/2+\/§,\/2\/5),<\/2\/5,\/2+\/§>,<\/2\/§,\/2+x/§>,
<\/2+\/§,\/2\/§>,<\/2+\/§,\/2\/§),<\/2f,\/2+x/§),
<¢2¢§,¢2+¢§),<¢2w§,¢2\/§).

I valori in tali punti sono

\/2+\/§+\/2\/§,f<\/2+\/§,\/2\/§) f<\/2\/§,\/2+\/§>
f<\/2+\/_,\/2\/§> f(\/Q\/_,\/2+\/§>

mentre

\/2+\/§—\/27\/§,:f <\/2\/§,\/2+x/§> f<\/2+\/§,\/2+\/§)
f(\/2+\/§,\/2\/§> f<\/2\/§,\/2+\/§).
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Oltre questi otto vertici ci sono otto curve che compongono il bordo di E; quattro sono le curve
determinate dalle iperboli y = 2 e y = —1, e quattro dalla circonferenza 22 + y*> = 4. Sulle
iperboli, calcoliamo

la prima funzione ha derivata

e quindi due punti stazionari x = %1 che corrispondono ai punti (1,1) e (—1, —1) dove la funzione
vale

f(1,1)=2, f(=1,-1)=-2.

La derivata della seconda funzione ¢ data da
! _
go(z) =1+ 2

che non si annulla mai. Per quanto riguarda la parte di circonferenza parametrizziamo mediante
x = 2cost, y = 2sent, per ottenere la funzione

93(t) = f(2cost,2sent) = 2cost + 2sent;

s

tale funzione ha per punti stazionari t = 7 e t = %’r, ma tali valori determinano punti che non

appartengono a 0F. Per confronto tra i valori, si trova quindi che

m}%sz\/2+\/§+\/2—\/§,

<\/2+\/§,\/2¢§), <\/2¢§,\/2+¢§>,

mEinfz—\/2+f—\/2—\/§,

assunto nei punti

mentre

assunto nei punti

<\/2+\/§,\/2\/§), <\/2\/§,\/2+\/§).

Soluzione 4 Per il calcolo del volume si possono usare sia le coordinate cilindriche che le coordi-
nate sferiche.
Usando le coordinate cilindriche

T = pcost
y = psend,
z =1,

troviamo che l'insieme E diventa U'insieme E’ dei punti (g,9,t) per cui 9 € [0,27] e
92 S t2
0> +1* < 2t
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e cioe 0 < ¢ < min{¢, v2t — ¢2. Troviamo quindi che

1 t 2 Vai—t2
Vol(E) :/ ododVdt = 271'/ dt/ odo + 27T/ dt/ odo = .
§o7 0 0 1 0

Se vogliamo usare le coordinate sferiche

T = pcosvsen p
y = psensen @,
Z = pcosp,

troviamo che l'insieme F diventa l'insieme E’ dei punti (o,4, ) per cui ¢ € [0,27] e

0%sen 2 < p? cos?
0? < 20cosp,

e cioe v € [0,7/4] e 0 < p < 2cosp. Troviamo quindi che

/4 2cos ¢
Vol(E) :/ o’sen pdodVdt = 271'/ d(p/ o’sen pdor.
E 0 0

Soluzione 5 Per quanto riguarda la convergenza puntuale, bisogna distinguere i due casi, x = 0
ex #0;
. . n
oA fa0) = lim 5= = +oo,

mentre per z # 0
lim f,(x)=0.

n—-+oo
La successione quindi converge puntualmente su R \ {0} alla funzione f(z) = 0. La convergenza
non potra essere uniforme in quanto le funzioni f,, sono continue e quindi se convergessero unifor-
memente in R\ {0} convergerebbero puntualmente anche in 0, ma cid non & possibilie. Se pero
fissiamo a > 0, allora per |z| > a si ha che, dato che le f,, sono monotone,

n _ %
2n?2

sup fo(z) <

e
|lz>al V2w

da cui la convergenza uniforme in {2 € R : |x| > a} per ogni a > 0. Per il teorema di passaggio
al limite sotto il segno di integrale, possiamo concludere che per ogni intervallo chiuso e limitato

[a, b] contenuto in R\ {0}
b b
nEIJIrloo/a fnlz) = /a flx)dz =0,

e quindi

mlfhmo

n—-+o0o

Viceversa, notiamo che per ogni n, se effettuiamo il cambio di variabili x = ny, troviamo che
1 2
T) = — e 2dy=1,
/R fol@) = —= /R y

1= lim /an(x)dx7é/Rf(z)dz:0,

n—-+o0o

e quindi

ma tale risultato non ¢ in contraddizione col teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 22 novembre 2013

Esercizio 1 Trovare l'integrale generale dell’equazione differenziale

g'(x) = g(z)(1 - g(x));

tra le soluzioni trovate, determinare quella con in 0 vale 1/2 e di tale funzione
tracciarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 Studiare la regolarita della superficie ottenuta ruotando il grafico della
funzione
y=e ", z € [0,2]

attorno all’asse x; determinare quindi I'area di tale superficie.

Esercizio 3 Determinare massimo e minimo della funzione
flz,y,2)=c+y—=z

sull’insieme E = {(z,y,2) € R®: 2? + y* + 2% = 1}.

Esercizio 4 Determinare il seguente integrale triplo

2,2
/ 3; j{ sz:pdydz
EXTTY

con B ={(z,y,2) eR*:0< 2 < 1,2 +y* < (1 — 2)?}.
Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni

1
fn(z) = arctan (x + —) , z € R,
n

determinare quindi
lim f/(x), xr eR.



Soluzione 1 L’equazione data & a variabili separabili; ci sono quindi due possiblita, e cioe le
soluzioni per cui g(z)(1 — g(z)) = 0, e le altre. Nel primo caso troviamo che le funzioni g(z) =0 e
g(x) = 1 sono soluzioni.

Le altre soluzioni le determiniamo dividendo ed integrando, trovando che

9'(x) _1
g(z)(1 — g(x))
da cui si ottiene che i
= R R.
g(z) ] reR,ce

La soluzione che soddisfa la condizione g(0) = é ¢ determinata dalla costante ¢ = 1, determinando

la quindi la funzione
1

- 14e2

Tale funzione ¢ definita su tutto R, ¢ monotona crescente e

g(z)

lim g(x) =0, lim g(z) =1.

T —r—00 r—+00
Soluzione 2 La superficie cercata & parametrizzata dalla funzione r : [0,2] x [0, 27| — R3,
r(t,s) = (t,e ' coss, e sins);

per tale superficie si ha
72t 8) x ro(t,8)l| = eI+ e 2,

da cui si deduce che la superficie & regolare. Per il calcolo dell’area otteniamo

2
Area(X) :/ |re(t, s) x rs(t, s)||dtds = 27r/ et 1+ e 2tdt
[0,2]x[0,27] 0
Vi VIEe 1, < 342V2 )

2 2¢1 Vi

(VI+et+1)

Soluzione 3 Siamo in presenza di un vincolo che non ha parte interna ed e luogo di zeri della
funzione
g(@,y,z) =a® +y* + 27— 1

possiamo quindi utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange introducendo la funzione
ry—z—N2®+y*+ 22— 1);

si arriva quindi al sistema

1-2\x=0
1-2\y=0
—1—-2X\z=0
2?2 +y? 422 =0,
che determina come soluzioni i punti %, %, ,\/Lg) con A = \/Tg e (f%, f%, %) con A = fg.

Dato che

(AL 1)_is



mentre

1 1 1
Cm =

se ne deduce che

1 1 1
min f = —/3, assunto in (——,__,_)’
F 3 V3 V3

mentre
max f = /3, assunto in (
E

\ff\f)

Soluzione 4 L’insieme di integrazione ¢ stratificato in direzione z con strati B;_,(0,0); usando
questo fatto e le coordinate polari nel piano otteniamo

22y2z 222z
————dxdydz = / dz / — 5 dxdy
/ x? 4y Bi_.(0,0) T2 +y?
27 1—=z
/ dz/ dﬂ/ 20 sin? ¥ cos? ¥dp

i
1—2)*dz = =
16/ ?(1-2)'dz = 1o

Soluzione 5 Il limite puntuale della successione data & arctan(z) per ogni x € R; verifichiamo se
tale limite ¢ anche uniforme;

lim sup
n—-+oo zER

1
arctan [ x + — | — arctan(z)| .
n

Definiamo quindi

1
gn(x) = arctan (ac + —) — arctan(x), r eR;
n

si nota che per la monotonia della funzione arcotangente, le g, sono positive,

Inoltre
(z) = 1 1
gu(® 1+ (z+ )2 1+ 22
che si annulla eslusivamente per x = f% dove la funzione vale

1_2 ; 1
nlg, | = arctan 5 |-

Siccome tale valore tende a 0 per n — 400, se ne deduce la convergenza uniforme su R.
Per rispondere all’ultimo quesito, bisogna studiare la convergenza uniforme delle derivate prime

1
fo(x) =
! L+ (z+ 1)
che tende uniformemente alla funzione )
1+ 22
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 19 dicembre 2013

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t) +2y'(t) +y(t) = et (t+1Int)
y(1) =0
y (1) =0

Esercizio 2 Dire in quali punti dello spazio si applica il Teorema della funzione
implicita alla funzione ¢ : R3 — R2,

glz,y,2) = (¢® +y' +2° = 3,2+ + 2 = 3);

in particolare dire se (1,1,1) € E( ) e se attorno a tale punto si applica il teorema.
Scrivere infine le equazioni della retta tangente e del piano ortogonale all’insieme di
livello passanti per (1,1,1).

Esercizio 3 Trovare e classificare i punti stazionari della funzione

f(z,y) = y’e™e.

Esercizio 4 Dire, calcolandolo, se & ben definito il seguente integrale triplo genera-
lizzato

/ 2(x 4 y)e” Y dedydz,
E
con
E={(z,y,2) €R®: (|z] + |y])* < e FI[ sin2[}.
Esercizio 5 Studiare, per ogni m € N, la convergenza della serie

> (_l)thk—I—m

I (t) = .
®) % 22k+m el (k + m)!

Facoltativo: Dimostrare che (t".J,,,(t)) =t Jp_1(1).



Soluzione 1 Siamo in presenza di un’equazione differenziale del secondo ordine lineare a coeffi-
cienti costanti completa; ’equazione omogenea associata

y"(t) +2y/(t) +y(t) = 0
si risolve ricercando le radici del polinomio carattaristico
p(A) = N +220+1=(\+1)2%
Si trova quindi che la soluzione generale dell’omogenea ¢ data da
up(t) = (c1 + cot)e™ .

Per determinare la soluzione dell’equazione completa conviene usare il metodo della variazione
delle costanti, pensando alla soluzione nella forma

u(t) = (ex(t) + ca(t)t)e ™
si arriva quindi alla ricerca delle soluzioni del sistema

{ (ci(t) + h(t)t)e =0
(cy(t) = ci(t) — ca(t)t)e™ = e~ (t +Int),

cioe al sistema
ci(t)=—t>—tnt
ch(t)=t+Int.
Integrando le precedenti soluzioni si trova che

3 2 12
Cl(t):clfgfglnt+z

t2
co(t) = co + B +tilnt —t.

In definitiva, la soluzione completa & data da

(t) + cat 3 +t3 +t21 t)e?
u(t) =1c ct——+—+ —-Int)e 7
1 2 4 6 92 )

le condizioni iniziali sono soddisfatte per ¢; = 1/12 e ¢co = 1/2, da cui il fatto che la soluzione &

data da
(t) = Lyl 3t2+t3+t21t -t
YW=\ g T T )

Soluzione 2 La matrice Jacobina di g & data da
. 2 4y 2z )
Dg(z,y,z)— < 41.3 2y 423 ) )
tale matrice non ha rango due se esiste A € R tale che
(22, 4y°,22) = A(4a?, 2y, 42°).
Tale uguaglianza si verifica nei seguenti casi:

1. in (z,y,z) = (0,0,0) con X arbitrario;

95



2,0,0) con x # 0 e X\ = 1/22%
0,9,0) con y # 0 e A = 2y?;
0,0,z) con z #0e A =1/22%

2. in (
3. in (
4. in (
5. in (2,0,4x) con x # 0 e A = 1/22%;
6. in (z,£1/22,0) con z # 0 e A = 1/22%;
7. in (0,y,41/2y) con y # 0 e A\ = 2y?;
8. in (

x,4+1/2x,+x) con x #0 e X\ = 1/222.

Se restringiamo ’attenzione al punto (1,1,1), notiamo subito che ¢(1,1,1) = (0,0), quindi

(1,1,1) € Eg,g); inoltre
2 4 2
Dg(1,1,1)<4 9 4>

e tale matrice ha rango 2. Quindi le condizioni per I'applicazione del Teorema della funzione
implicita sono soddisfatte; il vettore

v=1(2,4,2) x (4,2,4) = (12,0, —12)
e tangente all’insieme di livello, quindi la retta tangente sara paramtrizzata da

r(t) = (1,1,1) + tv = (1 + 12¢,1,1 — 12¢),
y=1
T4z =2

r(t,s) =(1,1,1) + ¢(2,4,2) + s(4,2,4) = (1 + 2t + 4s,1 + 4t + 25,1 + 2t + 4s),

che in forma cartesiana diventa

Il piano normale & parametrizzato da

oppure in forma cartesiana da
(12,0,-12)- (z — 1,y — 1,2 — 1) = 0,

cioe
z=2x.

Soluzione 3 Si ricercano i punti stazionari imponendo V f(z,y) = 0, arrivando al sistema

{ v (y+1)=0
y*(3 4+ zy) = 0.

Tale sistema ha per soluzione (z,y) = (3, —1) e tutti i punti della forma (z,0), = € R.
Per classificare tale punti calcoliamo la matrice Hessiana di f;

3 2 3 2 3
_ oyta Yy +1) Ay’ +3y° + 2y’ (y +1)
Hf(l‘,y) € ( 4y3+3y2+$y3(y+1) 6y+6zy2+z2y3 )

In (3,—1) tale matrice diventa

Hf(3,-1) = ( _01 _31 )
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Tale matrice ha determinante negativo, quindi siamo in presenza di un punto di sella. Nei punti
(z,0) troviamo invece che
0 0
H = ;
reo= (g 0 ):

non possiamo quindi classificare i punti (z,0) mediante matrice Hessiana essendo tale matice
semidefinita, sia negativa che positiva. Notiamo perod che f(x,0) = 0, mentre f(z,y) > 0 per y > 0
e f(z,y) < 0 per y < 0; se ne deduce quindi che i punti (z,0) sono tutti punti di sella.

Soluzione 4 La funzione integranda ¢ somma di due funzioni, f(x,y, z) = fi(z,y, 2) + fo(z, y, 2)

con .
filz,y,2) = 2Pae” HY

dispari in z e
_ 2, 12 +y?
faz,y,2) = 27ye
dispari in y, cioe

fl(izayvz) = 7f1(1',y7z)7 f?('rv *y,Z) = *fQ(Z',y,Z),

e l'insieme E ¢ invariante per simmetrie rispetto al piano yz e zz, cioe se (z,y, z) € E, allora anche
(—z,y,2), (x,—y, z) € E. Se quindi 'integrale ¢ ben definito si deve avere

/ f(z,y, 2)dzdydz = 0.
E

Per studiare l'integrabilita consideriamo gli insiemi invadenti

Ep={(z,y,2) €R®: =h <z < b, (Ja] + [y|)* < e”F|sinz|};
sfruttando le disuguaglianze

o® +y? < a® +y? +2allyl = (ol + |y)? < e Ffsinz| < e

ed il fatto che
|sinz| <1,

troviamo che

50 T o5 1

h
5 128 4 22 128 5 512e
Ly, 2)|dzdydz < 4 2-320, — 4 ——(h2 h )—zh< .
/Eh|f(xyz)|xyz_ e/oze z 6(125 e < 1o
Quindi dato che

SUP/ |f(z,y, 2)|drdydz < +o00,
heNJE),

la funzione e integrabile in senso generalizzato e

/ f(z,y, z)dedydz = lim f(z,y, z)dedydz =0
E

h—+oco E,

per la disparita della funzione f.
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Soluzione 5 La serie data puo essere ricondotta ad una serie di potenze scrivendo
Jm(t) = tmf(tQ)a

dove

o0
- (_1)k$k
f) = ;;) 92html(l + m)!
La funzione f & quindi definita come serie di potenze centrata in 0 e coeflicienti

(=D)* _
92k +mE(k + m)!’

Cr =

applichiamo il criterio del rapporto trovando che

. eraal , 22k+m L) (k + m)! ) 1
lim = lim = lim =
k=+oo |ckl koo 22Ftm+2(k + DIk +m+ 1)1 k—too 4(k+1)(k+m+1)

quindi il raggio di convergenza € ¢ = +00 e quindi la serie converge puntualmente su R, uniforme-
memente e totalmente su ogni intervallo chiuso e limitato di R. Quindi f € C°°(R) e quindi anche
JIm € C=(R).

Per I'ultima parte, notiamo che

(™ o)) =17 (%“’ 7))

N k(2% + 2m)t2k+m 1

( 1)kt2k+m 1
=t 222k+m 1k|(k+m71)

=™ T (1),
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 20 gennaio 2014

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(£)*(1—y(1)

y'(t) = 250
yle) =1
y'(e) =2/e

determinado 'intervallo di definizione della soluzione trovata.

Esercizio 2 Scrivere il polinomio di Taylor di grado due intorno al punto (1, 1) della
funzione

_ zy.
f(xv y) =xey
determinare inoltre I'insieme di convessita della funzione f, cioe i punti (z,y) € R?
in cui la funzione & convessa.

Esercizio 3 Determinare massimo e minimo della funzione
f(x,y) = xlyle’
sull’insieme F = {(:E,y) € R? : max{|z|, |y|} < 1}.
Esercizio 4 Calcolare il flusso del campo
F(z,y,z) = (a%,y%,2%)

uscente dal tetraedro E = {(z,y,2) € R® : 2 > 0,y > 0,2 > 0,2 +y + 2z < 1}.
Ricavare inoltre, dal punto precedente, il flusso dello stesso campo uscente dalla
superficie ¥ = {(x,y,2) € R® : 2 > 0,y > 0,2 > 0,z +y + 2 = 1} con normale
esterna rivolta verso il basso.

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzione

OO 3

> e

k=1



Soluzione 1 L’equazione data ¢ del secondo ordine autonoma; possiamo quindi ricondurla ad
equazioni del primo ordine ponendo v(y) = y'(t), da cui y”(t) = v(y)v'(y). L’equazione diventa

quindi
/ _ U(Q)Q(l - y)
vy = = —
a cui va accoppiata la condizione iniziale v(y(e)) = v(1) = y/(e) = 2/e. Possiamo dividere 'equa-
zione precedente per v(y); infatti la funzione v = 0 & soluzione dell’equazione ma non soddisfa la
condizione iniziale. Arriviamo quindi al problema di Cauchy

v (y) = 17(.74)2(;*9)7
v(l) =2/e.

Tale equazione ¢ a variabili separabili; si tratta quindi di risolvere I’equazione

V(y) 1 1
oy) 2y 2
che integrata, tenendo conto del dato iniziale, produce la soluzione
2y _u
o) = Ve,
Ve

Si tratta ora di risolvere il seguente Problema di Cauchy;
{ y(t) =2 fg(t e
y(e) = 1.

Siamo ancora in presenza di un’equazione a variabili separabili e si tratta quindi di risolvere

B

y(@®)

ez y'(t) 2

Dato che si tratta di integrare la funzione
e2+/sds

che non ammette una primitiva nota, la soluzione viene data in forma implicita

F)= [ etvads = 2Ly
= e2+/sds = —= + ¢;
Y 1 Ve
con la condizione iniziale si trova che ¢ = —2+/e, e quindi la soluzione & data da

Fly) = = ~2Ve

Si puo notare che la funzione F' & localmente attorno a y = 1 invertibile; infatti F(1) = 0 e

Yy
F'(y) = 67% > 0, cioe F' & strettamente monotona crescente; inoltre la derivata assume per y — 400

valori sempre piu grandi e quindi la funzione assume valori sempre maggiori man mano che y cresce.
F & positiva, condizione che impone % —2y/e > 0, ciod t > e; dalla discussione sulla derivata

se ne deduce anche che F' ¢ suriettiva con valori in [0,00). La soluzione sara quindi definita per
t € [0,00) e sara data da
2t

o= (2 - 2ve)
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Soluzione 2 Iniziamo col calcolare le derivate di f;
Ouf(x,y) = e (L+ay),  9yf(w,y) = e™a?,

2 _ oz 2 2 _ T 2 2 __xy,.3

Valutando tali derivate in (1, 1) si trova che

Fley) =FL 1) + VAL (= Ly = 1)+ I~ Ly~ 1) (e~ Ly~ )+
+o(lz =1,y = DI?)

3e 3e

1
:e+(26,e)-(x—1,y—1)+§(36 .

)11 - Ly- 1+
+o(ll(z — Ly —1)|1*)

=e+2e(x—1)+2(y—1) + %(x —1)243e(z—1D)(y—1)+e(y—1)%+
+o([l(z =1,y = I*).

Per lo studio della convessita, dobbiamo trovare i punti (z,y) € R? in cui la matrice Hessiana di f
sia definita positiva, cioe i punti in cui

oY 2y +xy? 2z + 2%y
2z + 2%y 3 ’

Tale matrice & definita positiva se

2y +xy? >0
(2y + zy®)2® — (22 +2%y)* > 0,
cioepery<0e2+zy <0.

Soluzione 3 Notiamo anzitutto che la funzione non ¢ differenziabile per y = 0 con f(x,0) = 0;
questi sono automaticamente candidati punti di massimo e minimo. Il gradiente della funzione, a
meno di un segno, ¢ dato da

Vi(z,y) =e(y, x + xy)

che si annulla esclusivamente per (z,y) = (0,0), ma tale punto non & di differenziabilita per f e
quindi va scartato. Andiamo quindi a considerare i punti di bordo; ci sono i quattro vertici

(1’_1)’ f(la_l):é’ (Ll)’ f(l,l):e,

(—1,-1), f(,l,,”:,l’ (-1,1), f(-1,1)= —e.

e
Restano da considerare i quattro lati; iniziamo col lato x = 1 dove la funzione diventa

g(y) = f(Ly) =lyle!; ye(-1,1)

la derivata di tale funzione , a parte il segno, e data da

g1(y) =e’(1+y)

che non si annulla mai in (—1,1). Nel lato y = 1 otteniamo

g2(x) = f(z,1) = ex, x € (-1,1);
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la derivata di tale funzione non si annulla mai. Nel lato £ = —1 otteniamo

93(9) = _|y|eya Yy e (_L 1)

e come per ¢g; la sua derivata non si annulla mai. Per il lato y = —1 si ottiene

, x e (-1,1)

gala) = =

che come per g la sua derivata non si annulla mai. Se ne deduce che

mbinf =—¢ assunto in (—1,1),
mngf =e assunto in (1,1).
Soluzione 4 Applichiamo il teorema della divergenza per ottenere

O(F,0F) :/ divF(x,y, z)dzdydz
E

1 1—z l—z—y
:2/(x+y+z)dxdydz:2/ dw/ dy/ (x4+y+2)dz
E 0 0 0

Per quanto riguarda 'ultimo punto, si tenga presente che il flusso & dato dalla somma di quattro
flussi sulle superfici laterali del bordo di E tre di questi flussi sono nulli, quindi

1
O(F,X)=P(F.X) = ~1
in quanto l'orientazione di 3 con normale verso il basso e dato dalla normale uscente da F cambiata

di segno.

Soluzione 5 Notiamo che per z = 0 ui(z) = 0 mentre per z # 0 ux(x) & asintoticamente equiva-
lente alla serie armonica k% Abbiamo quindi convergenza puntuale per ogni z € R. Per quanto

riguarda la convergenza totale, si noti che

sup [ ()] = +oc,
z€R

quindi non si avra convergenza totale in R. Invece, sugli intervalli [—a, a], dato che u & monotona,
si ottiene che

un(e)] =
sup |ug(x)| = ——,
z€[—a,a] a? + k2
e la serie

00 3

Y o

2 2
—a + k

e convergente. Se ne deduce quindi convergenza totale e uniforme in ogni intervallo chiuso e limitato

di R.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 17 febbraio 2014

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t) = #?2
y(2) =5
y'(2) =4

determinare il dominio di definizione della soluzione trovata e tracciare un grafico
qualitativo.

Esercizio 2 Data la funzione ¢ : R? — R? definita da

g(@,y,2) = (&% +y* +2 - 9,2),
dire in quali punti si puo applicare il teorema della funzione implicita, determinan-
do in particolare il livello Eo); calcolare quindi il lavoro del campo F(z,y,z2) =
(—y, 2% %) lungo Fg).

Esercizio 3 Determinare i punti di massima e minima distanza dall’origine dei
punti dell’insieme

E={(z,y,2) € R®: 42 + 9y* + 2> = 36, 4(x + 2)* + 3y* — 2* = 4}.
Esercizio 4 Data la funzione
f(SL’, y) = COS(JZy) + arctan(Qx + y2) + xeyQ — 2 4y2’

si determini il polinomio di Taylor g(z,y) di grado 2 centrato in (0,0) e si calcoli il
volume dell’insieme

E={(z,y,2) €ER*:0< 2z < g(x,y)}.

Esercizio 5 Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione 2-periodica
2

f(x):{ 2% sex €[—1,0]

r sex€[0,1];

1

2 .
= = g, determinare

di tale serie studiare le varie convergenze e, sapendo che >,

la somma della serie
)k:—i—l

> (-1
> e

k=1



Soluzione 1 Siamo in presenza di un’equazione differenziale del secondo ordine che puo essere
risolta mediante due equazioni del primo ordine ponendo %'(t) = v(t). Prima di tutto risolviamo
quindi il Problema di Cauchy

v(2) = 4.
Questa & un’equazione a variabili separabili la cui soluzione & data da

8t?

o=

La soluzione y(t) si determina integrando la precedente espressione, arrivando a
t
y(t) = 8t — 16 arctan 3 + 47 — 21.

Tale soluzione, anche se I’espressione iniziale non e definita per t = 0 e quindi in teoria il Problema
di Cauchy sarebbe da intendersi per ¢t > 0, ha come dominio tutto R; questo si spiega notando che

oy 62t
i s~ gy = O

Soluzione 2 La funzione ¢ & di classe C! e il suo Jacobiano & dato da

20 2y 1
Dg(w,y,2)=( 0 o 1)-

tale matrice ha rango 2 in tutti i punti tranne che in (0,0, z). I livelli E. con ¢ = (c1,¢2) € R?
sono quindi regolari ovunque se non esiste z € R per cui (0,0, z) € E., cioe se ¢(0,0,z) = (¢1, c2),
che equivale a dire ¢o # ¢1 + 9, mentre se ¢ = ¢; + 9 allora il livello E. avra una singolarita in
corrispondenza del punto (0,0, cz).

Se ci concentriamo in particolare al livello F(q o), notiamo che tale insieme & regolare e quindi
tale livello e dato, almeno localmente attorno ad ogni suo punto, da una curva. Tale curva e
determinata dalle soluzioni del sistema

2 4+y>+2=9
z=0

che altro non ¢ che la circonferenza z? + y?> = 9 posta nel piano z = 0. Possiamo quindi
parametrizzare tale curva mediante r : [0.27] — R3,

r(t) = (3cost, 3sent, 0).

Per calcolare il lavoro del campo possiamo quindi procedere in vari modi; il primo € mediante la
definizione e cioeé calcolando

2m
%F(T(t)) ' (t)dt :/ (—3sent,9cos’t,1) - (—3sent, 3 cost,0)dt
T 0

2m
:/ (9sen ?t + 27 cos® t)dt = 9.
0

In modo alternativo, si puo applicare il Teorema di Stokes; notiamo anzitutto che

rotF(z,y,z) = (0,0,22 4+ 1)
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e la curva r e il bordo della superficie
Y ={(z,y,2) eR®: 2 =0,2% +y* <9}.

Perche 'orientazione di r sia quella indotta da ¥, dobbiamo considerare come normale uscente da
3 il versore (0,0, 1), quindi si ottiene che

%F(T(t)) <! (t)dt :/ rotFdY = / (0,0,2x +1) - (0,0, 1)dzdy
r = Bs
:/ (2x + 1)dxdy = |Bs| = 9.
B3

Soluzione 3 Dobbiamo trovare i massimi e minimi della funzione (quadrato) della distanza dal-
lorigine f(z,y,z) = 22 + y? + 22 vincolata ad Ej; utilizziamo quindi il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange introducendo la funzione

L(@,y, 2, M p) = 2° +y* +2° = Ada® + 9y” + 2% — 36) — u(4(z +2)* +3y” — 2* — 4).
I punti stazionari di £ si determinano risolvendo il sistema

2r — 8 \xr — 8u(zx +2) =0
2y — 18 \y — 6uy =0
22 —=2Xz+2pz=0
422 4+ 9y? + 22 = 36
4(z+2)% +3y? = 2% + 4.

Tale sistema ha come soluzioni il punto (0,0, —3), (1,0, +4v/2) e (—1—76, i% 2—30, i@). Per con-
fronto dei valori, si trova che i punti di minima distanza sono i quattro punti (— 176 , :I:% 2—::”0, :l:@),

mentre i punti di massima distanza sono i due punti (1,0, £41/2).

Soluzione 4 Notiamo anzitutto che f(0,0) = 1, mentre

%(m,y) — _ysen () + m b o
g—;(x,y) = —axsen (xy) + 1+(2:2E—y+y2)2 + 296yey2 — 8y
e V£(0,0) = (3,0);
infine
%(m,y) = —y? cos(zy) — 1 f((QQZiyy?)Q)Q -
aajgy (@.1) = —sen (ay) = ay cos(ey) ~ 7 iygfijj))g)g + et
giyé(w’ ) =~ cos(ay) + 1+ (2z2+ v)?) (1?2((22;:;22))2)2 + 20+ 20 -8

da cui

Hf(0,0) = ( _02 _06 )
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La funzione g sara quindi data da

9(0,9) = £(0,0)+ VF0,0) - (2,) + 5 HF0,0)(e,) - (2,) = 1+ 30 — 2 = 32
Calcoliamo quindi il volume dell’insieme
E={(z,y,2) €R*:0< 2 <1+ 3z —2?—3y*);
tale insieme € normale rispetto al piano zy,
E={(z,y) €D:0<z<1+3z—2%—3y°};

dove D ¢ l'ellisse nel piano centrata in (3/2,0) e di semiassi v/13/2 e v/13/2+/3. Troviamo quindi
che

|E| = / dxdydz = / (1+ 32 — 2 — 3y*)dady

2“ /(13 79 >d 1697

dove abbiamo utilizzato il cambiamento di coordinate

1
T = g + Qgcosﬂ

V13 sen ¥
= ——psen
Y 2\/§Q
con ¥ € [0,27], o € [0,1].

Soluzione 5 La funzione ¢ 2-periodica, quindi la pulsazione ¢ w = m; se si traccia il grafico
dell’estensione 2—periodica della funzione definita nel testo, si nota che f : R — R & continua,
quindi la serie converge puntualmente ad f puntualmente e uniformemente su R; come vedremo
calcolando i coefficienti, si avra anche convergenza totale su tutto R.

Per calcolare i coefficienti, usiamo le formule

1 0 1 5
ag :/ fl@)dx = / rdx +/ xdx = =,
-1 -1 0 6

mentre per k > 1

1
:/ f(z) cos(kmx)dx / 22 cos(k:mc)dx—i—/ x cos(kmx)dx
0

1k —1
:W’

1 0 1
bk :[1 f(x)sen (krx)dx = lleSen (lmrx)der/O xsen (krx)dx
21— (-1h)

m3k3
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La serie di Fourier associata ad f € quindi data da

oo 1k Y
f(z) = % + ; (% cos(kmzx) + %sen (kﬂ'ac)) .

Per rispondere all’ultima parte dell’esercizio, basta valutare la precedente espressione equivalente-
mente in x = 0 o in © = 1 per ottenere che
2

i (71)k+1 B 7r_
— k12
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 3 marzo 2014

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y"(t) — 2y (t) = e "sent cos(2t)

Esercizio 2 Data la curva r : [0, 5] — R?
r(t) = (cos’t,sen *t),

calcolare parametro d’arco e lunghezza; riparametrizzata la curva secondo il para-
metro d’arco, si determino la curvatura in ogni punto e i versori tangente e normale
principale in ¢ = 7.

Esercizio 3 Determinare e classificare i punti stazionari della funzione
fz,y,2) =32 +y° — 2y + (2* — 1)%
Esercizio 4 Calcolare il flusso del campo
F(x,y,2) = (ye*Y, —xe™Y, ay)
uscente dal bordo dell’insieme
E={(z,y,2) eR*: [yl <z <2—[y|,0< 2 < a+y}.
Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni
= sen (k*z)
,; kVE

dire infine se la funzione somma ¢ integrabile e/o derivabile in R.



Soluzione 1 L’equazione omogenea si risolve determinando le radici del polinomio coratteristico
p(A) = A7 —2X = \(\ —2);
la soluzione generale dell’equazione omogenea ¢ quindi data da
2t

uo(t) = 1 + coe™.

Per la soluzione dell’equazione completa si puo usare sia il metodo della variazione delle costanti
sia il metodo per somiglianza; in entrambi i casi serve scrivere

1
sentcos(2t) = 3 (sen (3t) — sent) .

Si arriva quindi alla soluzione data da

11 31 1 1 1 1
u(t) = %0 + @62‘5 +et (% cos(3t) — ao5en (3t) — 1 cost — 2—Osent) .
Soluzione 2 La curva ¢ di classe C! e

' (t) = 3costsent(— cost,sent),

quindi

3
|7 (#)|] = 3costsent = osen (2t);
la curva & quindi regolare eccetto che in ¢ =0 e t = 7/2. Il parametro d’arco & dato da
3 [ 3,
s(t) == [ sen(27)dr = —(sen“t).
2 Jo 2

La lunghezza della curva & data da ¢(r,[0,7/2]) = s(w/2) = 3/2 e la riparametrizzazione in
lunghezza d’arco si ottiene ricavando ¢ in funzione di s,

! ( 2 )
t = arcsin —-s .
3

Si ottiene quindi la curva 7 : [0, 3] — R?,

Se ne deduce quindi che



mentre

7 -1 S —2s
nf(s)—\/g(\/Q_,\/-?) 2s).

Per rispondere all’ultimo quesito, si ha che al tempo ¢ = 7 corrisponde il parametro d’arco s = %;
quindi la tangente e la normale principale il tale istante saranno dati dai versori

S
V2

Soluzione 3 1l gradiente della funzione ¢ dato da

(-1,1), (1,1).

1
V2
Vf(x,y,2) = (6x —32%y, 2y — 3 42(2* — 1));
tale gradiente si annulla in nove punti,
(0,0,0), ,(0,0,1), (0,0,-1),
(V2,v2,0), ,(V2,v2,1), (V2,v2,-1),

(—v2,-v2,0), ,(-v2,-v2,1), (-v2,-V2,-1).

Per classificarli, scriviamo la matrice Hessiana

6 — 6y —3x2 0
Hf(z,y,2)=| —3z° 2 0 ;

si ottengono quindi le matrici

6 0 0 6 0 0
Hf0,0,00=( 0 2 0o |, Hf0,0+1)=|[ 0 2 0 |,
0 0 —4 00 8
—6 -6 0 —6 —6 0
Hf(+V2,+v2,00= =6 2 0 |, Hf0,000=| -6 2 0 |;
0 0 -4 0o 0 8

se ne deduce che i punti (0,0,+1) sono punti di minimo locale stretto mentre tutti gli altri sono
punti di sella.

Soluzione 4 Calcoliamo il flusso applicando il Teorema della divergenza;

div F(x,y, z)dxdydz = /

(y — 2)e" Vdadydz = / (y* — 2*)e® dady
E

D

®(F,0F) = /

B
con D = {(z,y) € R?: |y| <z <2 —|y|}. Se si effettua il cambio di variabili
1
(wov)=Fl@y) =@+yy-2), (2y)=F"(wv)=5u-vu+v)

si ottiene che )
/ (y? — )" Wdrdy = —/ wvetdudv = —(e? +1).
D 2 Jio21x(-20]
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Soluzione 5 Dato che

sen (k2z)| 1
sup |ur(x)| = su = =M
€ o0
ZMk<+OO,
k=1

la serie converge totalmente (e quindi anche puntualmente e uniformemente) su tutto R. Se ne
deduce quindi che

¢ integrabile in ogni insieme chiuso e limitato [a, b]. Per quanto riguarda la derivabilita di f, dato
che la serie associata alle derivate delle funzioni wuy,

ujy(z) = Vk cos(k*z)

non converge in nessun punto x € R, se ne deduce che non si puo applicare il teorema della
derivazione per serie alla funzione f (in effetti la funzione f non & derivabile in nessun punto). La
funzione f e quindi un esempio di una funzione continua non derivabile in alcun punto: in figura

il M N/\w
AFYAL

zw ﬂ%mw 2 ﬁ ﬂw

¥

% ‘; M Y
0 ¥

Figura 2: Grafico della funzione figgo in [0, 27].

2 viene riportato il grafico della funzione somma
1000

sen (k%)
f1o00(x) = —_— .
000 ; PN
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 giugno 2014

Esercizio 1 Determinare i valori di ¢y e yo per i quali il Problema di Cauchy
(% + Dy'(t) = ty*(1)

y(to) = wo
ammette un’unica soluzione. Per tali soluzioni, determinare il dominio di definizione.

Esercizio 2 Dire se il campo

2x2 2z 1 1 )

F =|- -
(. y,2) ( (22 + y2)2’ (:L,2+y2)2’x2+y2+ 1+ 22

¢ irrotazionale e/o conservativo; calcolare quindi

[ Far

Esercizio 3 Determinare massimo e minimo della funzione

flz,y) = e

con r(t) = (t,t%,13), t € [1,2].

xT

sull’insieme
E={(r,y) eR* oy >0,z <y <2z 1< 2% +y* <4}

Esercizio 4 Si consideri la superficie ¥ ottenuta come rotazione del grafico della
funzione y = 1/, x € [1,2], attorno all’asse x e si calcoli il seguente integrale:

/ 28d%.
x

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni;

1
S
n+2

n=0

Calcolare quindi la funzione somma della serie, studiandone le proprieta di integra-
bilita e derivabilita.



Soluzione 1 L’equazione differenziale puo essere riscritta nella forma

/ 3 3
t) = ——y°(t);
y'(t) 1tQHy(),

si tratta quindi di una equazione

y'(t) = f(t,y(t),
dove la funzione f(¢,y) & data da

t
ty) = 5—1v°.

fty) =5 1Y
La funzione t — f(t,y) & quindi continua per ogni ¢t € R e la funzione y — f(t,y) & continua e
localmente Lipschitz per y € R, quindi per ogni tg,yo € R il problema di Cauchy associato all’e-
quazione differenziale ammette unica soluzione, definita su tutto R. Per determinare le soluzioni,
dato che siamo in presenza di una equazione a variabili separabili, dato che f(¢,0) = 0, la funzione
y(y) = 0 & soluzione, mentre le soluzioni non nulle sono date da

_ Yo
y(t) = =
t2+1

1—y2ln

Soluzione 2 E immediato notare che
rot F(z,y,2z) = 0.

Il dominio di F pero e dato da
3 B
R\ A{(2,y,2) 1o =y =0}
che altro non ¢ che lo spazio privato dell’asse z; tale dominio non ¢ semplicemente connesso, quindi
non possiamo concludere che il campo sia conservativo.
Si nota pero che

F(x,y,2) =VU(z,y,2), U(z,y,2) = + arctan z;

z
ZCQ + y2
siccome la funzione U ha lo stesso dominio di F', se ne deduce che F' ha un potenziale globale e
quindi F' e conservativo.

Per calcolare 'integrale dato, visto che il punto iniziale della curva ¢ (1,1,1) e il punto finale &
(2,4,8), troviamo che

/F dif =U(2,4,8) — U(1,1,1) = arctan(8) —

T

sl=
S

Soluzione 3 Il gradiente della funzione & dato da

Vi) = g s wO -t re—yh).0-a?)

e

Tale gradiente non si annulla mai nell’interno dell’esieme E. Cerchiamo quindi i punti stazionari
vincolati abbiamo quattro lati, cioe

$2+y2:1’ $2+y2:4
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Possiamo parametrizzare i primi due lati con le curve
r1(t) = (cost,sent), ro(t) = 211 (¢),

ottenendo le due funzioni

sen tecos? 2sen te?cost

at)=fn®) =—7%— o) =/r0)=—7:

Per quanto riguarda la prima funzione, la sua derivata e data da

cost

(cos®t + cost — 1)

che si annulla quando
VB—1
2 )

cost =
sotto tale condizione si indivudua il punto

Vb—1 [v/5-1
2 2

che appartiene ad E e quindi e candidato massimo o minimo; calcoliamo quindi

VE—1 V-1 VVE — 1e5

f

2 2 2

Analogamente, per la seconda funzione si trova

262 cost

9a(t) = 7

(2cos®t + cost — 2)

che si annulla per
V1T—1
cost = T;

tale condizione individua il punto

VIT—-1 [V17T-1
2 2

e tale punto non appartiene ad E. Determiniamo quindi i quattro vertici di E che sono dati da

(£:2) 629-(5:5) ()

Per confronto dei valori troviamo quindi che

1
evs

1 2
min f = , assunto in | —, —=
ot V10 (\/_ 5)

2

v2)

5 ) 3
mentre
mgxf = \/56‘/5, assunto in (\/5, .
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Soluzione 4 La superficie si ottiene ruotando la curva

@)= (n20),  wepal

attorno all’asse z; tale superficie ¢ ad esempio parametrizzata da

) )
r(z,9) = (x, cos , Sen ) ,qquadz € [1,2],9 € [0, 27].
x x

L’integrale di superficie diventa quindi

2
4
/ 2%d% = 271'/ 23/ xt + 1de = %(17\/17 —2V2).
b 1

Soluzione 5 La serie data ¢ una serie di potenze con

n+1
= (1)
en = ( )n+2
dato che
lim  "y/|en| =1,

n—-+oo
se ne deduce che la serie converge sicuramente per |z| < 1. Per z = 1 si ottiene la serie
i(—l)”n—H
n+2’
n=0

mentre per x = —1, la serie
o]

n+1
7;0 n+2’
entrambe le serie non convergono in quanto il termine generale della serie non tende a 0. Quindi
la serie converge in « € (—1,1), con convergenza totale e uniforme negli intervalli chiusi e limitati
[a,b] C (—1,1).

Per la determinazione della somma della serie, posto

o0

n+1 1
_1n no_ -
T;)( ) nt2 x2 (z),
con
> n—+1
— 7171 n+2,
fla) = 3o g™

notiamo quindi che

n=0
con N
glx) = Z(—l)”(n + 1)a"™.
n=0
Dato che
[ B R Y S
0 0 n=0 n=0 n—0 X
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ne deduciamo che

quindi

da cui -
>
n=0

@)=L (L) =
g de \z+1)  (1+2)?’
Y —
f(z)i(l—i-,CE)Q,
2nt+1 o In(l+2) 1 1
nt2’ T a2 2?2(l+x) 22
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 14 luglio 2014

Esercizio 1 Determinare tutte le soluzioni del seguente Problema di Cauchy

(1) = (1) + 42y

y(1) = 0.
Esercizio 2 Dire se il campo

z
r+y v+y

F(z,y,z) = ( ,In(z + y))

¢ irrotazionale e/o conservativo sull’insieme
E={(v,y,2) €ER*:2>0,y>0,2>0}.
in caso, calcolare il potenziale che vale 1 nel punto (1,1,1).
Esercizio 3 Determinare ’area della superficie
Y ={(z,y,2) € R?: 2? +y* =22, 2% +9* + 2 < 4}.
Esercizio 4 Determinare massimo e minimo della funzione
f(z,y) = arctan(z® — y*)
sull’insieme E = [—1,1] x [0, 1].

Esercizio 5 Studiare convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni
fn:[0,400) > R

+
3=

Calcolare quindi i seguenti limiti

lim /O Cf@dr, lim /1 "t (@)

n—-+o00 n—-+4o0o



Soluzione 1 La funzione y(t) = 0 risolve 'equazione differenziale e soddisfa la condizione iniziale,
quindi & una soluzione.

Possiamo ricercare anche le soluzioni non nulle; il fatto che abbia senso cercare le soluzioni non
nulle deriva dal fatto che la funzione

2
Y ¥y+4t2\/§

non e Lipschitziana per y — 0 e quindi non si applica il teorema di unicita delle soluzioni se il dato
iniziale € yo = 0, come nel nostro caso.

Possiamo cercare le soluzioni non banali sia vedendo ’equazione come Bernoulli o come variabili
separabili. Si arriva in entrambi i casi alla soluzione

y(t) = 2(t* — 1)

Soluzione 2 E facile verificare che
rotF(z,y,z) = 0;

dato che il dominio E & semplicemente connesso, se ne deduce che F' & conservativo su F. Per
quanto riguarda il potenziale, si nota che la funzione

U(z,y,z) =zln(x +y)+¢

ha la prorieta che VU = F’; la condizione U(1,1,1) = 1 si verifica per ¢ = 1 — In2, da cui il fatto
che il potenziale cercato ¢ dato da

U(z,y,2) =zln(z+y)+1—1In2.
Soluzione 3 Possiamo scrivere ¥ = ¥ U X~ con
F={(z,y,2) eR’ 12’ + P + 2" <4y = +V/2(2 - 0)};

si nota anche che Area(Xt) = Area(Y ™) e quindi Area(X) = 2Area(X¥).
Calcoliamo ad esempio 'area di

2t ={(z,y,2) e R’ 1y = V(2 —2), 22 <4 - 22}
tale superficie e il grafico della funzione

g(z,2) = V(2 —x)

sul dominio

D={(z,2) eR*: 0< <2, —V4—22<2<+4— 2z}

e quindi

Area(XT) / 1+ |Vyg(z, 2)|?dxdz

Vi=2z
/dz/ T

Vi—3z V2x — 2?2
= —dac—8.
[
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Soluzione 4 1l gradiente della funzione ¢ dato da

Vf(x,y) = (2$a _3y2)

1+ (22 —y3)

che si annulla in (0, 0), punto non interno all’insieme dato.
Vediamo la restrizione ai bordi; otteniamo le funzioni

g1(x) = f(z,1) = arctan(z® — 1), gao(x) = f(z,0) = arctan(z?)

gs(y) = f(1,y) = arctan(1 — *), ga(y) = f(—1,y) = arctan(l — y°) = g3(y).

Dato che
2x 2x

/ _ / _
gl(x)* 1+($2_1)27 QQ(SC) 1+$45
troviamo che i due punti (0,1) e (0,0) sono candidati massimo e minimo; calcoliamo

£0,1) = —%, £(0,0) = 0.

Per le altre due funzioni
3y
T 1—p)

e quindi anche i punti (1,0) e (—1,0) sono candidati; calcoliamo

93(y) = g4(y) =

J(1,0) = f(-1,0) = 7.

Infine valutiamo la funzione nei quattro vertici:

T
In definitiva -
mEinf =—1 assunto in (0, 1),

mentre 7r
mEaXf =1 assunto un (1,0) e (—1,0).

Soluzione 5 E facile verificare che per ogni = > 0,

1
lim ——— ==

n——+oo z2+% z’

mentre f,,(0) = 0 per ogni n. Quindi la successione di funzioni converge alla funzione discontinua
f:[0,400) = R

sex >0

fz) =

0 sex=0.

La convergenza non puod quindi essere uniforme su tutto [0, 400) in quanto le f,, sono continue; in

effetti

1
=sup ———— = +00.
a0 na(z® + 1)

x T 1

M—f@)

sup —_— =
R

>0

= sup
x>0
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La convergenza sara uniforme su [a, +00) per ogni ¢ > 0 in quanto

1 1
su nlx) — J(x)] = su = -0
me[a,-ir-)oo) |f ( ) f( )| me[a,-il?oo) nZC(-’L'2 + %) na(m2 + %)

per n — +00. Per quanto riguarda i due limiti, per il primo dobbiamo calcolare prima l’'integrale
e poi fare il limite

n—-+o0o n—-+o0o

1
1
0

mentre per il secondo possiamo usare il teorema di passaggio al limite sotto al segno di integrale

per ottenere
2 24
lim / fu(x)dz :/ —dzr =1n2.
n—-+oo 1 1 X
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 3 settembre 2014

Esercizio 1 Risolvere al variare del parametro y, € R il seguente problema di
Cauchy;

y(1) = vo.

Delle soluzioni trovate, determinare il dominio (t1,%2) di esistenza e calcolare i
seguenti limiti
lim y(t), lim ¢/ (), i=1,2.

t—t; t—t;

Esercizio 2 Determinare il dominio della funzione

flx,y) = vy —1);

dire quindi dove la funzione ¢ di classe C! e studiare la differenziabilita nei punti
(1,0) e (0, 1), scrivendo dove possibile I’equazione del piano tangente al grafico della
funzione nei suddetti punti.

Esercizio 3 Determinare il dominio della funzione
flzy) = V2(x+2y) —a—2y2 — 1

e su tale dominio determinare massimo e minimo della funzione.

Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale doppio:

/ Y nd
5 4%ay,

B A\/7? +y?

con B = {(z,y) e R* : 2? +y* < 1,y > 0}.

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

e}

@) =3 T
n=0

discutendo in particolare la derivabilita di f.



Soluzione 1 L’equazione puo essere vista come a variabili separabili, con

a(t) = % b(y) = y(1 —y).

Dato che il dominio di a & R\ {0} e il dato iniziale & assegnato per ¢, = 1, le soluzioni vanno
ricercate nell’intervallo (0, 400). Siccome b(y) = 0 per y = 0 e y = 1, abbiamo le due soluzioni
stazionarie

y(t) =0, y(t) =1,

entrambe definite per ¢ € (0 + 00). le soluzioni non stazionarie si cercano dividendo I’equazione
per b(y), arrivando alle soluzioni

Yol
t)= ———~ 7}
y(?) yo(t—1)+1

calcoliamo anche la derivata della precedente funzione

v yo(I—yo)
VO = D

Il dominio di tali soluzioni dipende dal dato iniziale g, in quanto il denominatore e definito per

1
t#£1——.
Yo
Siccome per yg < 0 si ha che 1 — yio > 1, allora in tal caso si avrat; = 0ets =1 — %, cioe le
1
Yo

soluzioni sono definite in (0,1 — -=). Avremo che

limy(t) =0, lim t) = —o0,
lim (1) im0
mentre Yo
lim o/ (£) = , li t) = —oc.
fmy(t) =3 - Jm, y(t) = oo

Yo

Per yo € (0,1), avremo che 1 — yio < 0, e quindi si avra t; = 0 e t3 = 400, cioe il fatto che le

soluzioni sono definite in (0, 4+00). Avremo poi che

limy(t) =0, lim y(t) =1,
mentre Yo
limy'(t) = li =0.
1507 ®) 1—yo t—>1+mooy(t) 0

Infine per yy > 1 avremo che 1 — yio €(0,1),equindit; =1— yio e to = +00, cioe le soluzioni sono
definite in (1 — yio’ +00). Avremo infine che

tjirPyi y(t) = +oo, tkglmy(t) =1,
0
mentre
lim "(t) = —oo0, lim y(¢t) =0.
Lm0 Jim_y(t)
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Soluzione 2 La funzione ¢ definita su tutto R?; le derivate parziali di f sono date da

Wi

O (0) = L

or ™’ 3 (x—1)2
e

X ) = 21

Tali derivate sono definite e continue per z # 1 (quanto meno per la derivata rispetto ad ) e y # 0
(quanto meno per la derivata rispetto ad y).

Ci si puo chiedere se la derivata rispetto ad x puo essere definita anche per x = 1; si deve in
tal caso distinguere il caso y = 0 e y # 0. Nel primo caso si ha che

g f(1+h50)_f(1a0)

8x(1’0)zflll—>mo h =9,
mentre per y # 0
of o SA+hy) - fLy) L VyPh

Ripetiamo I’argomento per la derivata rispetto ad y per trattare il caso y = 0; distinguiamo
ancora il caso x = 1 dal caso z # 1. Avremo che

of (LR - f(1,0)
8_y(1’0) = m —=————— =0,
mentre per x # 1
_ $ /73 T ]
Of o0y = i {@N—F@O) _ YPE-1 _
9y h=0 h h—0
Si puo inoltre vedere che
. of F -
(may)l—>nl(1,0) %(:ay), ('rvy)a

lim —
(@,y)—=(1,0) Dy
basta infatti porre z =1 4 pcos¥ e y = gsen® per trovare che

g( )71300519
oz Y 3V send

e quindi passando al limite per ¢ — 0 si nota che il limite dipende dall’angolo 9. Analogamente si

trova che
ﬂ( )= 2 5/ [ sen 2
Ay “Y =3 cos

ed ancora il limite per o — 0 dipende dall’angolo 4.
In definitiva, se ne conclude che f & di classe C! in

R?\ {z =1,y =0}

e quindi ivi differenziabile, mentre il gradiente esiste anche in (1,0). Per vedere se in tale punto la
funzione sia differenziabile o meno bisogna usare la definizione e verificare il limite

b @)= 70,0) = VF(1,0) - (2 = Ly)

=0.
(2,y)—(1,0) [l (x, y)]l

123



La verifica si fa prendendo V f(1,0) = (0,0) e quindi passando alle coordinate polari centrate in
(1,0) si ottiene che

b J@Y) 00 -VOL0) - (@-1y) L VP11
(2.9)—(1,0) [(z —1,9)] @n)—=1.0) /(-1 +¢?
3/3 2 .
= lir% M = V/cos Usen 29).
o— 0

Anche in questo caso il limite dipende dall’angolo ¥ e quindi se ne deduce che la funzione non &
differenziabile in (1, 0).

In definitiva la funzione non & differenziabile nel punto (1,0), mentre lo & in (0,1) con Vf(0,1) =
(%, — % ). Quindi solo nel secondo punto ha senso parlare di piano tangente che avra quindi equazione
data da

2= FO.1) + VA0, 5y~ 1) = 5(1,-2) - (z,y — 1),
cioe
r—2y—32+2=0.
Soluzione 3 Il dominio della funzione e determinato dalla condizione
20z +2y) —a? -2y —1>0,

che puo essere equivalentemente scritta come

(z—1)?

s ty-D7 <L

Tale dominio & quindi dato da un’ellisse centrata in (1,1) con semiassi V2 e 1. La funzione f &

sempre positiva e nulla per
(z—1)°

—1)2=1;
5 +(y—1) ;

se ne deduce quindi che

@Jr(yflf:l.

min f =0, assunto nei punti dell’ellisse
Per determinare il massimo basta determinare il massimo della funzione
g(w,y) = 2(x +2y) —2° — 2y — 15
dato che
Vg(z,y) = (2 - 22,4 - dy), Hy@wﬂ==((f (l),

notiamo che g e strettamente concava. Quindi se ha un punto stazionario, esso & pure 'unico punto
di massimo. In effetti Vg(z,y) =0 per (z,y) = (1,1), quindi

max f = /2, assunto in (1,1).

Soluzione 4 Possiamo calcolare 'integrale in modo diretto:

1 V1—z2 T
dw/

1 0

1

/dedy—/ Ldy
E /$2+y2 _ /-T2+y2

1
:/ e’l — |z|de = e+ — — 2.
—1 €
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Soluzione 5 Dato che

e che
=1
D i <o
n=1

se ne deduce che la serie converge totalemente su tutto R. La funzione f & quindi ben definita e
continua su tutto R. Inoltre, dato che

n?|sen (n’z)| n? 1

<
nt+1 “nt41 T

| ()] =

n?’

se ne deduce che anche le serie delle derivate converge totalmente su tutto R. Possiamo quindi
applicare il teorema di derivazione per serie per concludere che f € C1(R).
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 15 settembre 2014

Esercizio 1 Risolvere al variare del parametro y, € R il seguente problema di

Cauchy;

y'(t) = y(t)* -1

y(0) = yo.
Delle soluzioni trovate, determinare il dominio; in particolare, si traccino dei grafici
qualitativi per le soluzioni con yo = —2, —1,0, 1, 2.

Esercizio 2 Si dica se e dove la seguente funzione & concava o convessa:

fl@y) =v1-a?+y.
Esercizio 3 Determinare e classificare i punti stazionari di

_xty-—1
f(x7y)_ xQ_'_yQ '

Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale triplo:
|x|e?
B /7 +y?

con = {(z,y,2) € R? 1 2% +y* + 2 < 1}.

dxdydz,

Esercizio 5 Si scriva la serie di Fourier associata alla funzione m—periodica f :
[0, 7] = R,

T
1—senx sex € [0,5]

fx) =

s
cosx se r € |:§,7T:|.

Studiare quindi le varie convergenze della serie.



Soluzione 1 L’equazione ¢ a variabili separabili; abbiamo quindi due soluzioni stazionarie

Le altre soluzioni si determinano dividendo per y? — 1 ed integrando, arrivando alle soluzioni

Yo — 1+ (yo + 1)e*
Yo +1)et — (yo — 1)

y(t) = (

In corrispondenza dei valori iniziali yg = —2, —1, —0, 1,2 si avranno quindi le soluzioni
e*+3 et —1
_2(t) = _1(t) =-1 t) = ———
yQ() 2t — 3’ yl() ) yO() €2t+1,
3e?t 41
t)=1 t) = ——.
B =1, p) =
Le soluzioni sono definite per
o, Yo—1
€ )
7 Yo+ 1
quindi, se
Yo—1 <0,
yo+1

le soluzioni sono definite su tutto R, altrimenti abbiamo delle restrizioni. La condizione precedente
equivale a richiedere

Yo € [75 17 1]
Inoltre, dato che
E > 1
yo + 1

per yo < —1, avremo in tal caso che la soluzione & definita nell'intervallo
(i)
—00, = In ,
2 y+1

Yo — 1
yo+1

invece dato che per yo > 1 abbiamo

0<

<1,
in tal caso le soluzioni saranno definite in
1 Yo — 1
—In ,+o00 .
(2 Yo+ 1 )

Soluzione 2 Per studiare la convessita o concavita di f studiamo la matrice Hessiana. Anzitutto
il dominio di f ¢ individuato dalla condizione

1—2%4+y>0,

con disuguaglianza stretta se vogliamo che sia di classe C*°. La matrice Hessiana di f e data da

Hf(ﬂc,y);<_ygc_1 2 )

(1—22+y)3 2 ~1
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la matrice Hessiana ¢ definita positiva, grazie al criterio di Sylvestre, se

y< -1
y Z 1,2 —1
condizione mai verificata sul dominio di f, mentre la matrice & definita negativa se
y=>-1
y>ax?2 -1 "

condizione sempre verificata sul dominio di f. Se ne deduce che la funzione e strettamente concava
sul suo dominio.

Si poteva arrivare alla stessa conclusione notando che la funzione & composizione della funzione
radice (strettamente concava e monotona crescente) con il polinomio di secondo grado

glz,y)=1-a"+y

(v 5)

e quindi g e concava; da qui la concavita di f in quanto composizione di due funzioni concave.

la cui matrice Hessiana ¢ data da

Soluzione 3 Osserviamo anzitutto che la funzione ¢ definita in R? \ {(0,0)} e in (0,0) non c’&
modo di estenderla continua in quanto

rz+y—1
im @ —.
(2,9)—0,0) 22 +y2
Cerchiamo i punti stazionari di f ponendo V f(z,y) = 0; dobbiamo quindi risolvere il sistema
y? — 2% — 2zy + 2z _
(22 + y2)2

2% —y? — 22y + 2y —0
(22 + y2)2 -

che € equivalente al sistema

y?—a2? — 22y +2x =0

2 —y? =22y +2y=0
Sommando e sottraendo le due equazioni si arriva al sistema equivalente

rx+y—2xy=0

v -2 tr—y=0
Siccome la seconda equazione puo essere riscritta nella forma
(y—z)(y+z—1)=0,

notiamo che si puo avere o y = x o y = 1 — . Nel primo caso si trova il punto (1, 1), mentre nel
secondo caso non si trovano soluzioni. Quindi (1,1, ) & Punico punto stazionario per f; dato che la
matrice Hessiana di f in tale punto e data da

Hf(1,1) = ( _0% _01 >,

2

se ne deduce che (1,1) & un punto di massimo locale stretto.
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Soluzione 4 Possiamo integrare per strati ottenendo

|z]e*

1
]
————dxdydz :/ e® / —————dxdy | dz
B 2%+ y? -1 ( B — Va? +y?

z

1
x
:4/ e / ————dzxdy | dz
-1 ( {a24y' <1-22,220,9>0 /22 + 3

1
:2/ e*[sen 9]¢ [0*)Y 1% d=

-1

8
-

Soluzione 5 Se si traccia il grafico di f su tutto R, ci si accorge che la funzione ¢ m—periodica
con discontinuita in k7, k € Z. Quindi la serie di Fourier converge alla funzione regolarizzata con

convergenza uniforme negli intervalli [a,b] C (0, 7) e sue repliche m—periodiche.
Calcoliamo quindi i coefficienti che sono dati da

2([? " 4
ap = — (/ (1fsenx)dx+/ coszdz) =1--,
s 0 ™ s

2

5

™

2 3
ap =— (/ (1 — senx) cos(2kx)dx —|—/ cosxcos(Qkx)dac)
7T 0 %

4
20+ (-1%) J #(8h2—1)
m(4k?2 —1)

se k =2h

se k =2h—1.

ed infine

s

9 ™
b =— (/2 (1 — senx)sen (2kx)dx +/ cos rsen (Qkff)de)
m™ \Jo 3

8k — 14 (—1)k
T k(AR — 1)
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 10 novembre 2014

Esercizio 1 Scrivere l'integrale generale della seguente equazione differenziale:
V') +y(t)=4+2t+e "

Esercizio 2 Studiare la regolarita della curva definita da:

0 3 3
_ 3 = __r Z
0 = COS (3), 196[ 27T,27T:|.

Si calcoli quindi la lunghezza di tale curva.

Esercizio 3 Verificare che siano soddisfatte le condizioni del Teorema della funzione
implicita per la funzione

f(z,y,2) = ((y+ 3)z — tan z 4 2z, sin z + 3y — 3x)

in (0,0,0); scrivere quindi I'equazione della retta tangente e del piano normale
all'insieme F o) (f) = {f = 0} nel punto (0,0,0).

Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale doppio

/ W dxd
xdy,
E 22+ y?
con E determinato in coordinate polari dalle condizioni ¢ € [, 2], o < 9.

Esercizio 5 Si studino le convergenze, in particolare quella totale, della serie di
funzioni

) =3 Lo sin(hr),
k=1

con a > 0 parametro reale fissato. Definire quindi la funzione u(z,t) = fi(z) e
dimostrare che u e derivabile sia rispetto ad x che rispetto a t e mostrare che



Soluzione 1 L’equazione data e una equazione differenziale del secondo ordine lineare a coefficienti
costanti completa con termine forzante 4 + 2t + e~t. Si puo risolvere tale equazione in vari modi;
sia usando il polinomio caratteristico e poi ricercando la soluzione particolare, oppure ricondurre
lequazione ad una equazione del primo ordine mediante la sostituzione z(t) = y’(t). Presentiamo
la soluzione utilizzando questo secondo metodo, notando solo che nel primo caso la soluzione
particolare si puo ricercare sia con il metodo della variazione delle costanti, sia utilizzando il
metodo per somiglianza scrivendo il termine forzante come somma dei due termini

4 + 2t, et
Se poniamo z = ¥, arriviamo all’equazione lineare del primo ordine
Zt)+z(t)=4+2t+e

per tale equazione abbiamo la formula risolutiva che genera la soluzione

2(t) =t (01 + /et(4 +2t+ e_t)dt)
:cle_t +te t+ 24 9t
Integrando la precedente espressione si arriva alla soluzione generale
y(t) = cre™t g —te Tt 4+ 2t 4 2,

dove la costante ¢ in quest’ultima espressione non ¢ la stessa di quella nella soluzione z ma é data
da —c; — 1.

Soluzione 2 La curva data & regolare quando o(}) # 0, cioe per ¢ # i%’r; si vede cio scrivendo
r(¥) = o(¢)(cos ¥, sin ¢)

e notando che 9
I (@)l = 2P+ 707 = cos? (3 )

quindi in realta la curva & regolare in [—37, 37“

5 ]. La lunghezza della curva sara poi data da

37
£(r, [*3573;]):/2 cos? <ﬁ> d19:377r,
—3z 3

Il sostegno della curva e riportato in Figura3.

Soluzione 3 Calcoliamo la matrice Jacobiana della funzione data;

2 2z y+3—1—tan?z
-3 3 Cos z

Df(z,y,2) =
che in (0,0,0) diventa
2 0 2

il rango di tale matrice € 2 e quindi il teorema si applica per concludere che attorno al punto
(0,0,0) il livello E(g,g) ¢ una curva. Il vettore

(2,0,2) x (—3,3,1) = (—6,—8,6)
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Figura 3: Sostegno della curva ¢ = cos®(¥/3).

¢ un vettore tangente ad E( ) in (0,0,0), quindi la retta tangente ¢ parametrizzata da
T(t) = t(765 785 6)7
che in forma cartesiana diventa

teR,

r+2=0

{ 4x — 3y = 0.
L’equazione del piano ortogonale sara invece data da

6x + 8y — 6z = 0.

Si puo notare che la curva E( o) puo in questo caso anche essere parametrizzata, almeno intorno
al punto (0,0, 0); infatti, ricavando dall’equazione fa(z,y,z) =0

r=—sinz+
3 Yy

e sostituendola nell’equazione f1(z,y,z) = 0, possiamo ricavare y in funzione di z

y:

2
PO (tanz —3 sinz — 32:)
che e ben definita per z # 2. Di conseguenza

x:§smz+

2
PO (tanz — gsinz — 3,2) .
Si pud quindi definire la curva r : (=2, +00) — R3,

()= (zsimt+ —
r = gsm +t—

2
2 (tant — gsint—St) ,

2
PR (tant— gsint—i’)t) ,t)
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con la proprieta che 7(0) = (0,0,0). In questo caso la retta tangente sara parametrizzata da

4
(0,0,0) +tr'(0) = (—t, —gt,t) ,

r'(0) = (—1,—%,1) ;

si noti che tale parametrizzazione ¢ equivalente a quella trovata in precedenza in quanto

in quanto

4 1
—1,—=,1) = =(—6,-8,6).
( ? 3’) 6( ) ’)

Soluzione 4 L’insieme di integrazione e gia dato in coordinate polari, quindi calcoliamo I'integrale
passando alle coordinate polari

2T 9
Ty 9 .
7dzdy:/ dﬂ/ 0~ sin v cos ¥dp
/E Va2 + y? ™ 0

1 2
== 93 sin(209)dv

Soluzione 5 Si noti che, posto ug(x) = %,

e la serie

converge in quanto a > 0 (si applichi il criterio della radice), quindi la serie di funzioni converge
totalmente su tutto R.
Inoltre, la serie delle derivate rispetto ad x € determinata dalle funzioni

vg(z) = e_k2“cos(kx), wi(x) = — ke Ka sin(kx);

anche per tali serie di funzioni vi & la convergenza totale su tutto R in quanto le funzioni vy e wy
. —_ 2 —_ 2 .
sono maggiorate da e ™% % e ke™* % e le due serie

[eS) [eS)

2 2
E €7k a7 E kefk a
k=1 k=1

sono convergenti. Esiste quindi la derivata seconda rispetto ad x della funzione

00—kt
u(z,t) = Z k sin(kx)
k=1
con
2 oo
%(x,t) =- Z ke %"t sin(kx)
k=1



Per quanto riguarda la derivata di u rispetto a t, si deve studiare la convergenza della derivate di

2
e—k t

sin(kx)
rispetto alla variabile ¢; tali derivate sono date da
— ke k' sin(kx),

arrivando ancora allo studio della convergenza della serie associata alle funzioni wy. Sappiamo
quindi gia che tale serie converge totalemente su tutto R e quindi

%(z, t)=— Z ke Kt sin(kx),
k=1

e quindi la funzione u risolve effettivamente I’equazione

ou 0%u
E(z,t) = @(LU-

Si potrebbe in realta dimostrare che la funzione & derivabile infinite volte sia rispetto ad = che
rispetto a t. Sostituendo i valori x = 0 e x = m nell’espressione di u, si trova facilmente che

u(0,t) = u(m,t) =0, vt > 0.

Notiamo infine che la funzione u per t = 0 assume il valore

u(z,0) = Z
k=1

quest’ultima espressione € lo sviluppo in serie di Fourier della funzione 27—periodica dispari i cui
coeflicienti sono dati da

sin(kx);

x| =

1
ak:O,bk:E Vk € N.
Se denotiamo con f(x) tale funzione, con x € R, abbiamo quindi trovato la soluzione del problema

ou 0%u
E(I,t)fﬁ(.f,t) VxE[O,W],t>0

u(z,0) = f(x) x € [0,7]

u(0,t) = u(m, t) =0, Vi>O0.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 22 dicembre 2014

Esercizio 1 Determinare, al variare del paramtro reale y, € R, la soluzione del
Problema di Cauchy
y'(t) = (1 =y(@)(2—y®)t,

y(0) = yo;
tracciare un grafico qualitativo delle soluzioni ed in particolare determinare la solu-
zione relativa a yy = 3.

Esercizio 2 Dire se nel punto (0,0,2) si puo applicare il Teorema della funzione
implicita per la funzione

f(z,y,2) = (ze* +ylnz — 3xcosy, x° + yz);

scrivere quindi l'equazione della retta tangente e del piano normale ad FEq) in
(0,0,2).

Esercizio 3 Dopo aver individuato il suo dominio, determinare, se esistono, massi-
mo e minimo della funzione

fla,y) =In(a® —y*) + /1 - a2 —y2.
(N.B. Nella soluzione si tenga presente che /2 4 1 > Qem).
Esercizio 4 Verificare la validita del Teorema di Stokes per il campo
F(z,y,2) = (y +y*2%, 2 + 20y2®, o + 32y22?)
sulla superficie
Y ={(z,y,2) € R®: 9222 4 4y*2% < 362,z = 1}
orientata con versore normale la cui terza componente ¢ negativa.

Esercizio 5 Studiare le convergenze della serie di Fourier associata alla funzione
6—periodica pari definita in [0, 3] da
x se z € [0,1]

f@) =19 5_
3T:c se x € [1,3].



Soluzione 1 L’equazione data ¢ a variabili separabili; ci sono le due soluzioni stazionarie

s =1, yt)=2
Per le soluzioni non stazionarie bisogna integrare

y'(t)

=t
(1—y@®)(2—y()
ottenendo le soluzioni )
y(t):1+7t2, 07&0
1—cez

Imponendo la condizione iniziale y(ty) = yo si trova la soluzione nella forma
Yo —1

2

(yo —1) = (yo = 2)e™

si ritrovano in questa forma anche le soluzioni stazionarie sostituendo yp =1 e yo = 2.
Il dominio di tali soluzioni ¢ determinato dalla condizione

(yo — 2)€§ #= (yo — 1);

troveremo quindi che il dominio € tutto R se yp < 2, mentre altrimenti la soluzione & definita per

_1\?
[t] < Hln<yo—) .
Yo — 2

In figura 4 sono riportati i grafici di alcune delle soluzioni trovate.

y(t) =1+

Y

N

—

I I
‘\\)\\ [ /// / /

Figura 4: Grafici delle soluzioni trovate.

Soluzione 2 La matrice Jacobiana della funzione data ¢

ze® —3cosy Inz+3xsiny e*+ 4
Df(.’L',y,Z):< 5:04 2 Y N

che nel punto (0,0, 2) assume il valore
-1 In2 1
proon=( 3 0 ):
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tale matrice ha rango 2 e quindi il Teorema della funzione implicita si applica attorno al punto
(0,0,2) per poter dire che, dato che f(0,0,2) = (2,0), il livello E3)(f) ¢ una curva regolare.
Dato che
(=1,1n2,1) x (0,2,0) = (—2,0,—2),

si ricava che l'equazione parametrica del vettore tangente

r(t) = (0,0,2) + t(—2,0, —2) = (—2¢,0,2 — 2t),

y=20
r—2z2+2=0.

L’equazione del piano normale e invece dato da

che in forma cartesiana diventa

T+ z=2.
Soluzione 3 Il dominio della funzione si determina imponendo la due condizioni
2 —y? >0, 1—a2?—y?>0;

si ricava quindi che
E=D(f) ={(z,y) €R*: Jy| <l|a|,2” +y* < 1}.

Tale dominio & limitato in quanto contenuto nella palla unitaria, ma non & chiuso (le rette y = t+x
non sono incluse nel dominio). Non possiamo quindi applicare il Teorema di Weierstrass per
concludere che esistano massimi e minimi; in effetti, il minimo della funzione f su F non esiste in
quanto

li =—
el f(@,y) = —oo,

cioe la funzione non ¢ inferiormente limitata, quindi
inf f = —o0.
E

Esiste pero il massimo di f; per determinarlo, cerchiamo prima i punti stazionari interni, poi quelli
vincolati su 22 + y? = 1.

Dato che
2x T 2
Vf(iﬂ, y) = ( y Ll Y ) )

x27y2_ 1—22—92 $2*y2_\/1—x2—y2

per cercare i punti stazionari dobbiamo risolvere il sistema

2 1 Y
N2 ™ 12242

2 1 0
Y 22—y 1_a2 2]

Discutendo i vari casi, si trovano i punti stazionari
<j:\/2(\/§ 1),0> €E, (0,1\/2(\/5 1)) ¢ E.
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Cerchiamo ora i punti stazionari vincolati al bordo, che parametrizziamo con
r(t) = (cost, sint), te <7E,E) U (3_7r,5_7r) .
4’4 47 4
Troviamo quindi la funzione
g(t) = f(cost,sint) = In(cos®t — sin®t),

la cui derivata e data da i
4costsint

!/
=
g cos2t —sin’t
Gli unici punti stazionari vincolati sono quindi quelli corrispondenti a ¢t = 0 e t = m, cioe i due
punti (1,0) e (—1,0); in tali punti la funzione si annulla, quindi per confronto dei valori, si trova
che

mgxf =0, assunto nei due punti (1,0), (—1,0).

Soluzione 4 La superficie puo essere riscritta nella forma

2 2
Y

—<15.
+9_}

E{(x,y,z)GRg:zl,%

Si tratta quindi di una ellisse contenuta nel piano z = 1 e quindi la sua normale & costante e quella
che punta verso il basso ¢ data da
vs = (0,0,—1).

Possiamo quindi parametrizzare il bordo di ¥, tenendo conto dell’orientazione indotta da vy,
mediante
r(t) = (2cost, —3sint, 1), t € [0,2n].

Verifichiamo quindi la validita dell’espressione

/rotF~yng :jé F . dr.
p) o+%

Iniziamo col primo integrale: denotiamo con D P’ellisse nel piano (x, y) di semiassi 2 e 3 ed otteniamo
che

/ rotF - vsd) :/ rotF(z,y,1) - (0,0, —1)dzdy
b D

:/ (—1,-1,-1) - (0,0, —1)dxdy = |D| = 6.
D

Analogamente, otteniamo che

27
F.dr= F(r(t)-r'(t)dt
ot% 0
2
= F(2cost,—3sint, 1) - (—2sint, —3 cost, 0)dt
0

27
:/ (6sin®t — 18sin® t — 3 cost + 36 sint cos® t)dt = 6.
0
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Figura 5: Grafico della funzione in [—9,9].

Soluzione 5 Se si traccia il grafico della funzione estesa per periodicita, si nota che tale estensione

& continua e regolare a tratti. La serie di Fourier quindi converge puntualmente alla funzione data

uniformemente su tutto R. In Figura 5 riportiamo il grafico della funzione nell’intervallo [—9, 9]
L’estensione della funzione data & pari, quindi bisogna calcolare solo i seguenti coefficienti

o [ = e o
:; (/0 xdw—i—/l 32mdx) =1

mentre per k > 1

T/2

:—/ ) ) cos(kwz)d / f(z cos )dm ;/3 f(z)cos (I%Tx)dx
T/2 0
§</0 Z COS (%z)dz+/133 zcos(k;z)dz>

9 kry  3(=1)F 6
T m2k2 o8 (?) o r2k2 m2k2’

Si potrebbe notare che cos(kw/3) assume i valori 1/2, —1/2, —1, —1/2, 1/2 e 1 per poi ripetersi
con periodicita 6, mentre (—1)* assume i valori —1 e 1 ripetuti con periodicita 2. Possiamo quindi
distinguere i vari casi

k = 6h + 1: dove i coefficienti diventano

3

A = Agh4+1 = m;

k = 6h + 2: dove i coefficienti diventano

27 27

U =62 = "o 26k +2)2  8n2(3h +1)2

k = 6h + 3: dove i coefficienti diventano

33(-1"—1) 3= -1

U= G648 = T Gh + 3)2 | 3n2(2h + 12
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k = 6h + 4: dove i coefficienti diventano

B 27 . 27 _
2m2(6h +4)2  872(3h +2)2’

Ak = G6h+4 =

k = 6h + 5: dove i coefficienti diventano

3

ar = A6h+5 = 27T2(6h + 5)27

k = 6h: dove 1 coefficienti diventano
A = agp — 0.

La serie di Fourier associata ad f ¢ quindi data da

0 =3+3 (=

oo (5) - - ) o (57)

13 1 (6h+ )7 27 — 1 2(3h+ )7
T 22 (6h +1)2 ( 3 ) 82 £ (3h+1)? COS( 3 ””)+
1 S 3(=1)h 27 & 1 2(3h + 2)m
T 3n2 & (2t 1) cos((2h + 1mz) — 872 &« Bh+ 2 ( 3 x)*
3 «— 1 (6h + 5)
"o 2 (oh + 5)2 ()
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 26 gennaio 2015

Esercizio 1 Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale
y'(t) + 2y () + 3y(t) = e* sin(t) cos(2t).

Esercizio 2 Data la curva r : [0, 1] — R?

r(t) = (t ~ tanh(?), Cos; (t>) ,

studiarne la regolarita; determinare quindi il parametro d’arco e riparametrizzare la
curva mediante 'ascissa curvilinea. Determinare infine la lunghezza della curva.

Esercizio 3 Trovare e classificare i punti stazionari della funzione

fla,y) = (x —1)%(2* — ¢?).

Esercizio 4 Calcolare I'integrale

z
W A2
/X; x2_|_y2

dove ¥ e la superficie ottenuta ruotando attorno all’asse z il grafico della funzione
z=(1—x)2 x €|0,1] (discutere anche la regolarita di tale superficie).

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

fla) = S (-1 St

n=1

studiando in particolare la derivabilita di f.



Soluzione 1 La soluzione dell’equazione omogenea si determina trovando le radici del polinomio
caratteristico
M +2X+3=0.

Abbiamo quindi le soluzioni
yo(t) = et (c1 cos(tv/2) 4 co sin(tv/2)).
Per la determinazione delle soluzioni particolari, possiamo scrivere
e sin(t) cos(2t) = %e%(sin(i}t) — sin(¢));
quindi cerchiamo le due soluzioni particolari

y1(t) = e*(acos(3t) + bsin(3t))

ya(t) = e**(arcos(t) + Bsin(t))

La determinazione delle costanti a, b, a e (B si fa imponendo che tali funzioni siano soluzioni
particolari; troveremo che

9 - 1
328’ © 398’

mentre 3 5
e 7T e

Chiudiamo con una osservazione; la soluzione particolare puo essere determinata anche me-
diante il metodo della variazione delle costanti. In tal caso, il sistema da risolvere ¢ il seguente:

{ e t(ch (t) cos(tv/2) + ch(t) sin(tv/2)) = 0
et (=, (£) + ¢ ()V2) cos(tv/D) — (ch(E) + ¢, (£)V/3) sin(tv/Z)) = €2t sin(t) cos(2t)

Tale sistema non e di immediata soluzione e lasciamo i dettagli come esercizio.
Soluzione 2 Dato che L
sinh(¢
sy — Sl
cosh(t)?

quindi la curva e regolare, eccettuato al piu il punto ¢ = 0 che pero e interno all’insieme di

definizione. Inoltre
t h t —t
s(t) :/ sinh(r) dr =1In ete .
o cosh(T) 2

o(r,[0,1]) = s(1) = In (62; 1) .

(sinh(t), —1);

Quindi

Per riparametrizzare in lunghezza d’arco, ricaviamo ¢ in funzione di s, cioe

el =e’++/e25 — 1,

dato che per t € [0,1], ¢! € [1,¢], se ne ricava che
et =e*+e2s -1
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e cioe

tzln(esqL\/eQSfl).

La riparametrizzazione in lunghezza d’arco ¢ quindi data da

7(s) = #(s(t)) = r(t) = (m(e? F/fer 1) —esy/er 1, e*S) .

Soluzione 3 Il gradiente della funzione ¢ dato da
Viwy) = Q2o — 1) +2(z - 1)(2* - y*), —2y(z — 1)*);

tale gradiente si annulla nei punti (0,0), (1/2,0), (1,0) e (1,y) per ogni y. La matrice Hessiana &
data nei vari punti da

o= (3 %) wlbo)=( )

= (4,7 0)

Quindi (0,0) & un punto di sella, (1/2,0) ¢ punto di massimo locale stretto, mentre per i punti
(1,y) la matrice Hessiana non fornisce informazioni. Siccome f(1,y) = 0, per la classificazione
basta studiare il segno di f. Dato che f(z,y) = 0 per x = 1, oppure per |z| = |y|, mentre
f(z,y) > 0 per |y| < |z|, se ne deduce che i punti (1,y) con |y| > 1 sono punti di massimo locale
stretto, mentre con |y| < 1 sono punti di minimo locale stretto ed infine (1,1) e (1, —1) sono punti
di sella.

mentre

Soluzione 4 La superficie viene parametrizzata da r : [0, 1] x [0, 27] — R3,
r(t,s) = (tcoss, tsins, (1 —t)?);

siccome
lr:(t, 8) x 75(t, )| = t/1 +4(1 — )2,

si vede subito che tale superficie & regolare per ¢ # 0; I'insieme ({0} x [0, 27]) & trascurabile, quindi

/,/$2+ydz /QW /,/ L /T a0 — nRdt

727r/0 (1—1)/1+4(1—1t)2d 76(5\/5—1).

Soluzione 5 Siamo in presenza di una serie di potenze con

n+1.
n2+1’

lim  V/]e,| =1,

n—-+o0o

e = (=17

dato che

si deduce che la serie converge per |z| < 1. Per z = 1 si ottiene la serie numerica
o0
n2 +1
n:l
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che converge grazie al criterio di Leibniz, mentre per x = —1 si ottiene la serie numerica

i n+1
n?+1
n=1
che non converge. Quindi l'insieme di convergenza puntuale & dato da (—1, 1], invece I'insieme di
convergenza uniforme sara dato da [—a, 1] per ogni 0 < a < 1 e 'insieme di convergenza totale

sara dato da [—a,a] per ogni 0 < a < 1.
Per studiare la derivabilita di f si deve studiare la serie di funzioni

- N
g(x) =Y (-1) R b
n=1

tale serie di potenze converge puntualmente in (—1,1), mentre converge uniformemente e to-
talemente in [—a,a] per ogni 0 < a < 1. Quindi la funzione f & derivabile in (—1,1) con

f'(z) = g(z).
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 19 febbraio 2015

Esercizio 1 Determinare, al variare di a € R, le soluzioni del Problema di Cauchy
y'(t) = a—yt)?
y(0) =y'(0) = 0.

indicando il dominio delle soluzioni trovate.

Esercizio 2 Determinare massimi e minimi della funzione

(z +y)°

fla,y) = —

sull’insieme E = {(z,y) € R?: 22 4 2xy + 2y* = 4}.

Esercizio 3 Dire se il campo

P ) Y T 2yz 22(1 + xy) 1
T,Y,2) = — _
v 1+227 1422 (1+9?)? (14222  1+y2

e conservativo o meno; in caso, determinarne un potenziale e calcolare

[rear

con r:[0,1] — R data da r(t) = (¢t + (t — 1)3, 3 + 1,¢* — * + 3t).

Esercizio 4 Calcolare, al variare del parametro h € N il volume dell’insieme

1_z2
By - {<x,y,z> eR: ol +ly| <z [o,h]};

calcolare quindi, se esiste, il limite di tale volume per h — +o0.

Esercizio 5 Scrivere la serie di Fourier, studiandone le varie convergenze, della
funzione 2r—periodica definita in [—7, 7] da

fx) = —alz].



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione differenziale del secondo ordine riconducibile a
due equazioni del primo ordine mediante la sostituzione v(t) = y'(t).

Si distinguono tre casi; a =0, a = a®> > 0 e a = —a? < 0. Nel primo caso, ’equazione diventa
y'(t) = —y/(t) e si nota che y(t) = 0 & la soluzione del Problema di Cauchy, definita quindi in
tutto R.

Nel caso a = a? > 0, siamo in presenza di una equazione differenziale per v a variabili separabili

o () = bo(t)),

con b(v) = a? —v? = (a — v)(a + v); tale equazione ammette due soluzioni stazionarie v(t) = +a,
che perd non soddisfano la condizione iniziale v(0) = y'(0) = 0. Cerchiamo quindi le soluzioni non
stazionarie risolvendo

(1) _

(a —v(t)(a+o(t)

con la condizione iniziale v(0) = 0. Troviamo quindi

et — o

u(t) = et y'(t).

La soluzione y(t) si trova quindi integrando; tenendo quindi conto che y(0) = 0, si trova che
y(t) =2In(e* +1) —at —2In2.
Nel caso a = —a? < 0, dobbiamo risolvere I’equazione a variabili separabili
V(1) = —(a® +0(t)?)
che non ha soluzioni stazionarie. Si tratta quindi di integrare

')
a2 +u(t)?2 L

arrivando alla soluzione
v(t) = —atan(at),
definiita in ¢ € (=55, 5= ). La soluzione y ¢ quindi data da
y(t) = Incos(at).

Soluzione 2 L’insieme E e un’ellisse senza parte interna, quindi F ¢ chiuso e limitato; usiamo
quindi i moltiplicatori di Lagrange sulla funzione

(z+y)?°
2

Per trovare i punti stazionari vincolati dobbiamo quindi risolvere il sistema

L(x,y,\) = — X% + 22y + 2y — 4).

S(x+y)?=A2x+y)
5(x + y)? = \a + 4y)
2% 4+ 2zy + 2y% = 4.

Si trovano quindi le soluzioni con A = 0, (2,—2) e (—2,2); altrimenti si trovano le soluzioni con
A =+3 con i punti (£2,0).
Per confronto dei valori si trova che

mbinf = —4, assunto in (—2,0),
mentre

mgxf =4, assunto in (2,0).
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Soluzione 3 Si vede da un conto diretto che
rot F(z,y,z) =0;

Il dominio del campo & tutto R?, quindi il campo & conservativo. Per determinare i potenziali,
dobbiamo anzitutto risolvere ’equazione

0 Yy
Rl s _
da cui 2y
Ulx,y,z) = T2 +c(y, 2).
Imponendo che
0 x 2yz
U — _
R R (NI
si trova la condizione
0 (v, 2) 2yz
¢ —__ f9
oy (1+y2)?’
da cui .
c(y,z) = T+ 2 + c(2),
e quindi
Ty z
U(x,y,z) = 1 +22 + 1 +y2 +C(Z)
Imponendo infine la condizione
0 22(1 + zy) 1
~ U - _
82 (ZC,y,Z) (1+22)2 1+y2
si trova la condizione 5
z
CI(Z) = _m
In definitiva si trova che
1
Ulz,y,2) = —2 - t+e

T 1422 + 1+ 92 + 1+ 22
Per quanto riguarda il calcolo del lavoro, si nota che dalla conservativita di F,

/F ~di = U(r(1)) — U(r(0)) = U(1,2,3) — U(~1,1,0) = 19—0

T
Soluzione 4 L’insieme ¢ stratificato in direzione z e per ogni z € [0, h], I'linsieme

et~

e

E. = {(z,y) € R?: |z| + Jy| <

}

S

& un quadrato ruotato di 7/4 di lato V2!~ 7 \/h, quindi

h h
2 2
Vol(E) = / Area(E,)dz = / EeQ*Zsz =e? 1.
0 0

Quindi tutti gli insiemi dati hanno lo stesso volume.
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Soluzione 5 L’estensione della funzione f a tutto R & dispari e continua a tratti; i punti di
discontinuita sono 7 + 2kw, z € Z, dove la regolarizzata vale 0; negli intervalli aperti (7 + 2k, 7 +
2(k+ 1)m), k € Z, la funzione & regolare. La serie converge quindi puntualmente su tutto R alla
regolarizzata, quindi ad f tranne che nei punti m + 2kw, k € Z dove converge a 0, mentre si ha
convergenza uniforme negli intervalli chiusi contenuti negli intervalli di continuita di f.

Essendo poi la funzione dispari, i coefficienti ag, k& > 0 sono tutti nulli, mentre

by = _2 /07r 22 sin(kz)dz = 2 (M + %(1 - (1)’“)) :

s s k

La serie di Fourier ¢ quindi data da

CHES
[]#
o
|
i
N—
T
&,
=
—
x5
8
N—

fla) =20y (_;)k sin(kz) +
k=1

oo _ k oo
:27r; ( ;) sin(kz) + % Z ﬁ sin((2h + 1)z).
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 3 marzo 2015

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy
ty'(t) + 2y(t) = te™?
y(1) =0.

Esercizio 2 Determinare il dominio della funzione

f(x,y) = /4 —In(a? + y2 — 2)

e dire se tale insieme e chiuso, aperto, limitato, compatto, connesso, semplicemente
connesso. Determinare inoltre il piano tangente e la retta normale al grafico di f
nel punto (2,2).

Esercizio 3 Determinare e classificare i punti stazionari della funzione

y2

flx,y) = T (y+1)cosz.

Esercizio 4 Calcolare

/ 2|x|ydzdy
E

dove E ¢ il triangolo di vertici (—1,0), (0,2) e (2,0).

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

Zx"(l—x”), z €0, 1].



Soluzione 1 Riscrivendo l’equazione nella forma

v + 3y =

si riconosce I'equazione del primo ordine lineare con a(t) = 2 e b(t) = e~*. La soluzione sara quindi
data da .
y(t) = e~ A® / eAp(1)dr,
1
con

A(t) = /: a(r)dr = Int%

Troviamo quindi la soluzione data da

Soluzione 2 Il dominio di f ¢ dato da
E={(z,y) eR*:2® +y* >2,4—In(a® +y* — 2) > 0} = B 572(0,0) \ B 5(0,0).

Tale insieme ¢ limitato, non aperto e non chiuso, connesso ma non semplicemente connesso.
L’insieme di derivabilita di f & invece dato dall’aperto

E' = B 57e(0,0)\ B 5(0,0)
ed il gradiente di f e dato da

1
22 +y2 —2)\/4—In(a? +y2 - 2)

(z,9).

Vf(x,y) = 7(

Ricaviamo quindi ’equazione del piano tangente
r+y+32v4—1n6=16—-31n6,

mentre la retta normale ¢ data, in forma parametrica, da

1 1
2.2, VI—In6) + , 1),
( n6) (3\/41116 3V/4—In6 )

Soluzione 3 Il gradiente della funzione data e
Vi(z,y)= ((y + 1)sinz, % - cosz)
che si annulla nei punti
2T 47
<§ + 2k, 1> , (? + 2k, 1) , (2km, 2), (m + 2km, —2), ke Z.

La matrice Hessiana ¢ data da

senx 5

(y+1)cosx senz > _
2

i) = ( :
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tale matrice diventa nei punti stazionari

2w 0
Hf<?+2k7r,1><£

2

5

),Hf<4§+2k7r,1>< B
)

Hf(2k7r,2):(g ),Hf(w+2/<:7r,2):((1) g)

Dato che le prime due matrici hanno determinante negativo, siamo in presenza di punti di sella,
mentre le seconde due matrici hanno entrambi gli autovalori positivi e quindi siamo in presenza di
minimi locali stretti.

ol O wl»—tw|&
N [= |

wg

w

Soluzione 4 Mediante un calcolo diretto troviamo che

0 2z+2 2 2—x
/ 2|z|ydxdy = —/ dw/ 2xydy +/ dx/ 2rydy = 7.
E -1 0 0 0

Soluzione 5 Siamo in presenza di una serie di funzioni con
up(z) = 2™(1 — "), x € 1[0,1];
le u, si annullano in 0 ed in 1, quindi in tali punti si ha convergenza; per « € (0,1) notiamo che
2"(1—a™) ~a",

quindi per tali punti la convergenza ¢ equivalente alla convergenza della serie geometrica di ragione
2 € (0,1). Se ne conclude che la serie converge puntualmente in [0, 1]. Passiamo direttamente alla
convergenza totale studiando
sup |up(z)] = max u,(x).
z€[0,1] z€[0,1]

Cerchiamo i massimi di u,, interni a (0, 1) ponendo

ul (2) = na" (2 — a™) = 0;

troviamo quindi i punti

1
W,

Ty =
dove la funzione vale )
Z.

La serie quindi non converge totalmente in [0, 1]. Si noti pero che z, — 1 per n — 400 e per ogni
a<l1

Up(Tn) =

max u,(z) =a" (1 —a") = Mp;
z€[0,a]

dato che la serie

o0

> M

n=0
& convergente, se ne deduce la convergenza totale e quindi uniforme negli intervalli [0, a], per ogni
a <1

Resta aperto il problema della convergenza uniforme in [0, 1]; per concludere questo studio
basta scrivere esplicitamente le funzioni

N e’}
fn@) =) un(z),  fl@)= un(x)
n=0 n=0

per x € (0,1) e studiare ’eventuale convergenza uniforme di fx ad f, estese in 0 e 1 uguali a 0.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 10 aprile 2015

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy

y(®)y"(t) —y' (1) =y(t)*

di tale soluzione indicare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.
Esercizio 2 Si consideri la superficie
Y={(r,y,2) ER*: 2z =2 + 9%, 2* +y* < R* 2 >0,y > 0}

orientata in modo tale che k - vy, > 0; si determini, parametrizzandola, la curva
regolare a tratti 97X e si calcoli la circuitazione su tale curva del campo

F(z,y,z) = (1,0,y).
Esercizio 3 Trovare massimo e minimo della funzione
flz,y,2) =2* =22+ y* + In(1 + 2%)
sull’insieme E = {(z,y,2) € R®: 2z = 1, 2% + 2y + 42 = 4}.

Esercizio 4 Calcolare il volume del solido

R
E:{(:U,y,z)ER3:x2+y2+z2§R2,§

<z< R} )
Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

o0 .
f(x) sin(x/n)
x) = E —;
1+n? "’
n=1
dire in particolare se f € continua, derivabile e con derivata continua nel suo dominio
di definizione.



Soluzione 1 L’equazione differenziale ¢ un’equazione differenziale del secondo ordine autonoma,
quindi riconducibile al primo ordine ponendo y'(t) = z(y). Derivando, si arriva al Croblema di

Cauchy
{ yz(y)2'(y) — 2(y)* =y
2(~1) =2.

Possiamo ulteriormente fare la sostituzione v(y) = 22 ed arrivare al Problema di Cauchy

{ v'(y) - 2o(y) = 2°
v(—1) =4.

Questa & un’equazione lineare del primo ordine la cui soluzione & data da
v(y) = y* (3 +y°).

Quindi la soluzione z ¢ data, tenendo conto dei segni sia di y che di 3/, da
2(y) = —yVy® + 3

dobbiamo quindi ora risolvere il Problema di Cauchy

{ y'(t) = —y(t)/y(t)? +3
y(0) = —1.

Tale equazione ¢ a variabili separabili ed integrata fornisce la soluzione

2/3(2+ V3)e~

y(t) = e=2tV3 7 4\/_
. . In(74+4+/3)
tale funzione ha come dominio (—=- Ve , +00).

Soluzione 2 La superficie ¢ la parte di grafico della funzione g(x,y) = 22 + y* con
(r,y) =€ D = {(z,y) e R? : 2 + 4> < R* 2 >0,y > 0}.
Una parametrizzazione & data quindi da r : D — R3
r(t,s) = (t,s,t% + s%)

e normale 1

V14412 + 452

Per calcolare la circuitazione di F' possiamo quindi utilizzare il Teorema del rotore

vs(t,s) = (—2t,—2s,1).

F. df’:/ rotF - vsdX = / (1,0,0) - r(t, 8) X 74(t, 8)dtds
+% b D
2R3
= [ (1,0,0) - (—2t,—2s,1)dtds = =2 | tdtds = ———
D D 3

Per quanto riguarda il bordo 97X, si tratta di una curva regolare a tratti composta da tre curve
regolari che, tenendo conto dell’orientazione, possono essere parametrizzate mediante (1) : [0, 1] —
R3, 7@ :[0,2] 5> R3er® :[0,1] —» R?

rM () = (Rt, 0, R%t?), P (t) = (Rcost, Rsint, R?), () = (0, R(1 —t), R*(1 —t)?).
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La circuitazione puo quindi essere calcolata anche mediante

1 s
/ Fedi = / FOO 1)) - (R,0,2R2)dt + / T Fr®(1)) - (—Rsint, Rcost, 0)dt
otxs 0 0
1 2R3
+/ Fr® (1) - (=R,0,—2R*(1 — t))dt = -5
0

Soluzione 3 Siamo in presenza di due vincoli, quindi possiamo utilizzare due moltiplicatori di
AN . . P 1 . e .
Lagrange o pit1 semplicemente prima sostituire z = 5 € pol ottimizzare

g(z,y) =y* +In(1 4+ 2*) —

] W

con vincolo 32 + 222 = %. Possiamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e cercare
i punti stazionari di

3 15
v Il +2%) = 2 = Ay’ + 227 - )

si trovano quindi i punti stazionari

Per confronto dei valori, si trova che

31 3 1 V15
mbinf:lnﬁ—z, assunto in <§,O,iT> ,
mentre
9 V15
max f = —, assuntoin [ =, +=——=,0] .
E 8 277942

Soluzione 4 L’insieme ¢ stratificato in direzione z, quindi

Vol(E) = /RR Area(D,)dz

2

con
D, = {(z,y) e R? : 2? +¢? < R* — 2?}.
Quindi
R om
Vol(E) = 7r/ (R?* — 2%)dz = —R®.
R 24

2

Soluzione 5 Siamo in presenza di una serie di funzioni con
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con funzioni continue in (/)
sin(xy/n
up(z) = PR
+n
1
< —
()] < —

siccome
si deduce la convergenza totale su tutto R, quindi anche tutte le altre convergenze. In praticolare
la funzione f e continua su tutto R. Per quanto riguarda le derivate, siccome

S
wlee|

1+n2

|up, (@ I—I‘f <

anche la serie delle derivate converge totalmente su tutto R, quindi f € C*(R)

155



CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 giugno 2015

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy
y'(t) =y (t)* = 2y'(t)e
y(1) =0
y'(1) =2
di tale soluzione indicare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.
Esercizio 2 Data la curva r : [0, 7/2] — R? parametrizzata da
r(t) = (4cos’t, 5sint, 3 cos® t),

determinare la parametrizzazione del cerchio osculatore alla curva per t = m/4.
Calcolare quindi 'integrale
/ (x+y)dl.

Esercizio 3 Trovare i punti di massima e minima quota dell’insieme
{(z,y,2) ER*: 2 + 2> = 3,0 + 2y + 2 = 0}.
Esercizio 4 Calcolare il volume del solido
E={(z,y,2) eR*:2” +y* +2* <4, (z - 1)* +y* < 1}.

Esercizio 5 Studiare le varie convergenze della serie di funzioni



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione omogenea; ponendo z(y) = y'(t) si arriva al
Problema di Cauchy

Z'(y) = 2(y) — 27

z(0) = 2.
La soluzione di tale problema ¢ quindi data da

z(y) =e¥ +e7Y;
quindi la soluzione del problema originarioe data da

y(t) = Intan (tJr % - 1) :

tale funzione e definita in (1 — 7,14 %).

Soluzione 2 Per scrivere la parametrizzazione del cerchio osculatore serve calcolare r(w/4), 7.(7/4),
f(m/4) e k.(w/4). Si trova che

(D)= (202590 ()= (527 55)

mentre

e (%) = (zﬁ,@ iﬁ) w (D) =2

4 ) 2 710 4

Quindi il cerchio osculatore ha parametrizzazione
1 1

1
C(S) :7’(7’(’/4) —+ ij(ﬂ./4)7¢L(7T/4) —+ m COSS%,A(TF/ZL) —+ m SiHSTALT(TF/ZL)
15 15 9 9
=2 (4—3coss+3sins,5—|— Zcoss—i— Zsins,S— Zcoss—i— Zsins) .

L’integrale curvilineo infine & dato da

71‘/2 15
/(ac + y)d¢l :/ (4 cos® t + 5sin® t) 5 sin(2t)dt = 27.
T 0

Soluzione 3 Si puo usare sia il metodo dei moltiplicatori di Lagrange che quello per parame-
trizzazione del vincolo; in entrambi i casi si arriva a determinare il punto di massima quota in
(—=1,—1,3) con quota quindi 3 e quello di minima quota in (1,1, —3) con quota quindi pari a —3.

Soluzione 4 Per determinare l'integrale si integra per strati e quindi in coordinate polari per
arrivare a determinare che

16 64
Vol(E) :2/ Vi —2? —yldedy = —m — —.
{(e-1)2+y2<1 309

Soluzione 5 Siamo in presenza di una serie di potenze con

(-1

Cp = 31
Dato che
. 1
lim  Y/|e,| = =
n—-+o0o 9

si determina il raggio di convergenza che ¢ 9. Dato che per z = £9 la serie non converge, se ne
deduce ci si ha convergenza puntuale e assoluta in (—9,9), totale e quindi uniforme e assoluta
uniforme negli intervalli [—a,a] con 0 < a < 9.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 13 luglio 2015

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy
y'(t) =y'(t) -y ()
y(0) =1n2
y'(0) = 3;

di tale soluzione indicare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 Si dica in quali sottoinsiemi del piano la funzione
flz,y) = —e"Iny

e convessa ed in quali € concava.

Esercizio 3 Dopo aver verificato che (0, —%, %) € E con

E :{(x,y,z) e R?:
97 +16(2y + 2)*> =4, 2 = y + sin (3(91’2 +4(2y + 2)2)> },

si verifichi se in tale punto sono soddisfatte le condizioni del Teorema della funzione
implicita. Determinata quindi la retta tangente ad E nel punto dato, si determino
i punti di tale retta che minimizzano la distanza dall’origine.

Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale triplo

/ (z —y) sin(92? + 4(2y + 2)?)dzdydz
E

con
E={(z,y,2) eR*:y < z2<y+1,92" +4(2y + 2)* < 1} .

Esercizio 5 Dopo aver scritto lo sviluppo in serie di Taylor centrata in xy = 0 della
funzione coseno, si determini lo sviluppo in serie di Taylor centrato in zo = 0 della

funzione - .
— cos
fla) = [ =
0

motivando i vari passaggi; si studino quindi le varie convergenze della serie determi-
nata e dimostrare quindi che f € C*(R).



Soluzione 1 L’equazione data e del secondo ordine riconducibile ad una del primo ordine ponendo
v(t) = y'(t). Si ottiene cosi la soluzione

et

v(t) = To et

Integrando e tenendo conto della condizione iniziale si arriva alla soluzione
y(t) =In(1 +¢),

il cui dominio & tutto R.

Soluzione 2 La matrice Hessiana di f ¢ data da

—e"lny —&
Hf($,y):< T e_fy );

y y2

tale matrice e definita positiva se e solo se

—e"lny >0
23:1 2z
—ey# - ey_z >0,

e quindi sull’insieme

E={(z,y):0<y<e '}
Quindi su F la funzione ¢ convessa, strattamente nella parte interna di E. La matrice Hessiana e
invece definita negativa se e solo se

—elny <0
23:1 2x
*ey# - ey_2 >0,

e quindi mai. Nell’insieme
F={(zy):y>e'}

la funzione non & né concava né convessa.

Soluzione 3 Si ponga
g(x,y,2) = (9952 +16(2y 4+ 2)* — 4,2 —y — sin (g(9x2 + 42y + z)2))) ;

¢ facile notare che g(0,—1/6,5/6) = 0. Dato che

o L5\ _ (0 32 16
g 5656 - 0 _1 1 9

si nota che tale matrice ha rango due e quindi sono verificate le condizioni per I'applicabilita del
Teorema della funzione implicita e concludere che localmente attorno al punto dato 'insieme F &
una retta.

La retta tangente sara data da

15 15
== 2,1 —1,1) = (48t,—=,2 ).
(0, 6,6>+t(0,3, 6) x (0,—1,1) (St, 6,6>

La distanza al quadrato dei punti appartenti a tale retta dall’origine e data da
13
18’

il cui minimo viene preso per ¢ = 0, e quindi nel punto dato.

(48t) +
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Soluzione 4 Se si effettua il cambio di coordinate

u =3z
v =4y + 2z
w=z-—y

si puo riscrivere l'integrale mediante

1
/ (z —y)sin(92” 4 4(2y + 2)?)dadydz = T sin(u? + v*)dudvdw
E B

con
E/:{(U’U’W)GRB30§w§1,u2+v2§1}'

Si arriva quindi al risultato

/ (2 — y) sin(922 + 4(2y + 2)?)dwdydz = ;_6(1 — cos1).
E

Soluzione 5 Dato che

t
cost = Z(*l)kw,
k=0
se ne deduce che i
1 —cost > 12k—2
— -1 k—1
t2 Z( ) (2k)!
k=1
In definitiva -
fa) = Yot
B (2k)!(2k — 1)’

k=1

siccome la serie che definisce f & convergente in tutto R con convergenza totale e uniforme sui
compatti di R, si conclude che f € C*(R).
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 settembre 2015

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

v"(z) —'(x) = 3z

di tale soluzione determinare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 Descrivere, al variare del parametro a € R, 'insieme

2 2
{(xvyaz)ERgzx _'_y :a}7

22

dire inoltre in quali punti degli insiemi determinati sono soddisfatte le condizioni
del Teorema della funzione implicita.

Esercizio 3 Dire se la funzione f(w,y,7) = y + zz ammette massimo e minimo
sull’insieme

ed in caso, determinarli.

Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale triplo

y?
/ e dxdydz
E

con B ={(z,y,2) e R3:2® + 9% + 22 < 2,y? + 22 < 2% 2 > 0}.

Esercizio 5 Si studino le convergenze puntuale e uniforme della successione di
funzioni

fulz) =nln (1 + %) . zel-11]

e calcolare il seguente limite

lim /1 fa(z)dz.
-1

n—-+o0o



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione differenziale del secondo ordine lineare a coeffi-
cienti costanti completa; la soluzione dell’omogenea ¢ data da

v(x) = 1 + c2e”,

mentre per la soluzione particolare si trova la funzione

3 2

= ——2° — 3.
vp(x) 5% T
La soluzione, imponendo le condizioni iniziali, sara quindi data da
T 3 2
v(z) = de — 3% — 3z — 3.

Soluzione 2 Osserviamo preliminarmente che n punto (z,y, z) per appartenere ad un livello della
funzione

22 4 2

2

g(x,y,z) = .

deve avere z # 0 altrimenti g non ¢ definita. Detto questo, si nota che se a < 0, allora {g = a} = 0,
mentre se a =0 {g = 0} = {(0,0, 2), z # 0}. Infine, se a > 0 'insieme di livello & un cono privato
del vertice. Per vedere in quali punti si puo applicare il Teorema della funzione implicita, si nota

che ) )
2¢ 2y 2x° 42y
Vg(x,y,Z) = (?a ;a T) )
e quindi la condizione Vg(z,y, z) # 0 diventa (z,y) # 0. Quindi per il solo livello {g = 0} non si
applica il teorema, mentre nei livelli {g = a} con a > 0 il teorema si applica.

Soluzione 3 La funzione e regolare ma l'insieme F & solo chiuso e non limitato, trattandosi di
intersezione di due piani e quindi di una retta. Non & garantita quindi l'esistenza di massimo e
minimo.

L’insieme E & ottenuto come zero della funzione

g(x,y,2) = (v +2-3yde+y+2-2)

la cui matrice Jacobiana € costante e pari a

1 -3 1
Dg(w,y72)<4 1 1)-

Tale matrice ha rango 2 e quindi in effetti I'insieme E' ¢ una curva (una retta nello spazio). Possiamo
parametrizzare mediante

2 2 2 2
t)y=1{-,—=,0 t(1,1,-3 4,1,1) = = +4¢,-3t,—— — 13t |, teR.
0= (3-30) +etr-ax @ = (34 ;13
In tal modo otteniamo la funzione di una variabile
43 4
t)) = 52t* — —t — —;
7 () ot

tale funzione ¢ strettamente convessa e tende ad infinito per [t| — 400, quindi la funzione ammette
minimo ma non massimo per le proprieta delle funzioni convesse. Per determinare il minimo
calcoliamo

d 43
<4 — 104t — =2 =
g (r(¢)) 04t 3 0,
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per trovare punto di minimo per ¢t = 75% dove la funzione vale %. In definitiva abbiamo trovato
che
. 113 ) 3 129 117
min f = —, assunto in [ —, —,—, | .
E 208 26" 3127 104

In modo alternativo si poteva arrivare allo stesso risultato mediante il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange cercando i punti stazionari liberi della funzione

L(x,y, 2\ p) =2y +2— Ao +2—3y) — p(dz +y+ 2 —2).
Soluzione 4 Utilizziamo le coordinate cilindriche
x =1, y = pcost, z = psent,

con0<9<21,0<p<lep<t<y/2—p2 Lintegrale diventa

27 V2 \/2—p? 2 2
[ [Tan | (pu) dt = (23 - 2)%.
0 0 p P 3

Soluzione 5 Proponiamo due svolgimenti. Il primo scrivendo f,(x) come log(1+a/n)™ e si ottiene
che il limite puntuale & la funzione f(z) = z. Vediamo se tale convergenza & uniforme. Prendiamo
in considerazione le funzioni g,(x) = (1 4+ 2/n)". Sappiamo che (1 + x/n)™ & crescente in n per z
positivo, mentre (1+ x/n)™ & decrescente in n per x negativo e e converge alla funzione g(x) = e*.
Derivando si ottiene

a1 >0 sex>0
g’(m)—g%(m):ez—(l—i——) =0 sez=0
" <0 sex<0.

Si osservi pero che g, (0) = ¢g(0) = 1 per cui |g(z) — gn(z)| > 0 tranne che per = 0 che risulta
essere un punto di minimo. E chiaro che il massimo ¢ assunto quindi per x = —1 oppure per x =1
e si ha
sup |gn(x) — g(z)] < max{|gn(~1) —e~"],|ga(1) — e[} — 0.
z€[—1,1]
Per cui {g,} converge uniformemente a g in [—1,1]. Poiché la funzione z — logz & continua
nell'intervallo [e~1, €] (nel quale assumono valori le g,) e logg,(z) = fu(x), logg(x) = f(z),
concludiamo che anche {f,} converge uniformemente a f in [—1,1].
Per I'ultima parte dell’esercizio, dalla convergenza uniforme segue che

1 1
li n(x)de = dz = 0.
n_l}r_’r_loo/_lf(z)z /_lz:r 0
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 17 dicembre 2015

Esercizio 1 [6 punti] Risolvere

(1) (1) — 2y(t) = 4 1

Esercizio 2 [6 punti] Dire se la funzione

fz,y,2) = 2* + 62227 4+ 32* + 2y
¢ convessa in R3.
Esercizio 3 [6 punti| Calcolare il seguente integrale triplo

|z]e™
g VT2 4+ 22

con B = {(z,y,2) € R 122 + ¢ + 22 < 9,22 — y? + 22 < 0},

dxdydz,

Esercizio 4 [7 punti] Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione 2r—perio-
dica definita in (—m, 71| da

f(x) = cosh(x);
studiare quindi le varie convergenze della serie di Fourier.

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che permetta di calcolare le
derivate parziali della funzione

f(x,y) = sen (2 + 3y)
e di tracciare i grafici di f(x,2), 0.f(x,2), 02,f(x,2) e 07, f(x,2).



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione differenziale del secondo ordine lineare a coef-
ficienti costanti completa. La soluzione dell’equazione omogenea si trova cercando le radici del
polinomio caratteristico

p(A) =X —-A-2=0.
Troviamo cosi’ che la soluzione generale dell’omogenea associata ¢ data da
yo(t) = cret + coe?t.
La soluzione particolare la cerchiamo usando il metodo per somiglianza; cerchiamo quindi
yp(t) = at® + bt +c
per cui y (t) — yy,(t) — 2y,(t) = t* + 1. Si trova quindi che
N

Yp(t) = 5 T 1

La soluzione generale dell’equazione completa ¢ quindi data da

y(y) = cre" + coe® — ﬁ + §
2 4

t
2
y'(0) = 0, e troviamo la soluzione del

Imponiamo a questo punto le condizioni iniziali y(0) = 2 e
Problema di Cauchy

3 2t 3
=2 t4 e — 4 -
yl)=2e 4 g =5 +5 77
Soluzione 2 La matrice Hessiana di f e data da
12(z2+2%) 0 24xz
Hf(r,y,2) = 0 4 0
24xz 0 12(2? + 32?)

La funzione & convessa se e solo se la matrice Hessiana & semidefinita positiva, strettamente convessa
se e definita positiva. La matrice Hessiana & semidefinita positiva se e solo se

22 +22>0
22 +22>0
(22 4 22)(2? + 322) > 42222

Queste condizioni sono sempre verificate quindi f € convessa. Le precedenti disugualianze diventano
strette se (z,2) # (0,0); quindi f & sicuramente strettamente convessa nei punti non appertenti
all’asse 3. Su tale asse la funzione & pero data da f(0,,0) = 22 che & strettamente convessa,
quindi f & strettamente convessa su tutto R3.

Soluzione 3 Per calcolare tale integrale conviene passare alle coordinate cilindriche; si ottiene
quindi che

|zle”?
B Va2 + 22
con D = {o < |t| < /9 — 0?}. Sviluppando i calcoli si ottiene quindi che

4 [ oe tdodt =8 odo cosh(t)dt
D 0 Y

=24 cosh(3) — 8sinh(3) — 24v/2 cosh (

dxdydz :4/ oe tdodt,
D

) + 16 sinh (%) .

Sl e
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Soluzione 4 La funzione ¢ pari e ’estensione 2w—periodica € contunua su tutto R, quindi la serie
di Fourier converge uniformemente su tutto R. Calcoliamo i coefficienti; dato che f e pari, by = 0
per ogni k > 1, mentre

2 ™
ap = —/ cosh(z)de = ——,
™ Jo

e, integrando per parti,

2 ™
ay = —/ cosh(x) cos(kx)de = ——
T Jo

Quindi vale I'identita

T —eTT €T —eTT on (—1)F

fla) = + Z e cos(kx).

21 T
k=1

166



CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 12 gennaio 2016

Esercizio 1 [6 punti] Risolvere, al variare del parametro a € R, il seguente Pro-
blema di Cauchy;

y'(t) = (1+yt)*)t*
y(0) = a.
Delle soluzioni trovate determinare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti] Si determino spazio tangente, spazio normale, retta tangente
e piano normale all’insieme

E={(z,y,2): (2" + 29", 2 + 2y + 2) = (3,0)}
nel punto (1,—1,1).
Esercizio 3 [6 punti] Dato l'insieme
D={(z,y) eR*:2>00<y<e ™}

si determino i volumi dei solidi £ ed F' ottenuti ruotando D attorno all’asse y ed x
rispettivamente.

Esercizio 4 [7 punti] Determinare, motivando i vari passaggi, la serie di Taylor
centrata in 0 della funzione f(x) = In(1 + x). Determinare quindi la somma della

serie numerica
o0
S
n+1"

n=0

3

—~

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che permetta di disegnare le
curve di livello ed il campo gradiente della funzione

f(z,y) = 2* + 5y

nel dominio F = [—1, 1]



Soluzione 1 L’equazione data ¢ una equazione del primo ordine a variabili separabili. Non vi
sono soluzioni stazionarie e la soluzione generale dell’equazione ¢ data da

t4
arctany(t) = 1 +c.

La condizione iniziale implica che ¢ = arctana. La soluzione del Problema di Cauchy & pertanto

data in forma implicita da
4

arctany(t) = 7 + arctan a.
Tale espressione ha senso fintanto che

s 4 s

D) < 1 + arctana < 5

quindi per || < v/27m — 4 arctan a; su tale dominio quindi la soluzione del Problema di Cauchy sara
data da

4
y(t) = tan <Z + arctan a) .

Soluzione 2 Posto g(x,vy,2) = (2% + 2y%, x + 2y + 2), dato che

2 -4 0

si nota che le ipotesi per poter applicare il Teorema della funzione implicita sono soddisfatte.
Quindi l'insieme E 3 ¢y(g) ¢ localmente attorno al punto (1, —1,1) una curva. Lo spazio normale ¢
genearto dai due vettori (1,—4,0) e (1,2,1), cioe

Na—1,1)E@30 (9) = span{(1, —4,0), (1,2, 1) };
tale spazio in forma parametrica ¢ determinato da
r(s,t) = (s +t,—4s+ 2t,1),
mentre in forma Cartesiana e descritto dall’equazione
dx+y —62=0.
Lo spazio tangente ¢ il generato dal vettore
v=1(2,—-4,0) x (1,2,1) = (—4,-2,8),

cioe
Ta,-1,1)Es,0)(9) = span{(—4, —2,8)};

tale spazio € pertanto parametrizzato da
r(t) = (—4t, —2t,8t),

mentre in forma Cartesiana e descritto delle equazioni
r—2y=20
dy+ 2z =0.
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Il piano ortogonale ¢ invece parametrizzato da
r(s,t) = (1+s+t, —-1—4s+2t,1+1),
che in forma Cartesiana viene caratterizzato dall’equazione
dr+y—62+3=0.
Infine la retta tangente e parametrizzata da
r(t) = (1—4t,—1—2t,1+ 8t),
che in forma Cartesiana ¢ descritta dalle equazioni

r—2y=3
dy+z+3=0.

Soluzione 3 Si sta chiedendo di determinare il volume dei due solidi

E={(z,y,2) eR*:0<y<e ™7}

F={(z,y,2) €ER’: 2> 0,y° + 2° < 67%2}.

Possiamo quindi utilizzare le due formule
Vol(E) = 27T/ xf(z)dx =,
0
mentre

T
22

Soluzione 4 Per determinare lo sviluppo in serie di Taylor di f si nota che

Vol(F) = 7T/OOO f(z)?de =

1+

@) = —— = S (=1,
n=0

dove l'ultima identita ¢ soddisfatta se |z| < 1. Integrando termine a termine si nota quindi che per
lz] <1

> Lt
f(z) =HZ:0<—1>"H+ o

La somma della serie si ottiene notando che la serie a secondo membro nella formula precedente e
uniformemente convergente in [—a, 1] per 0 < a < 1 e che in tale intervallo definisce una funzione
continua. Siccome sia f che la serie sono continue in [—a, 1] e coincidono in [—a,1), devono

coincidere anche in 1, pertanto
n

(1)
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 febbraio 2016

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy;
y()y"(t) +y/ (1) = 4

y(0) =1,y'(0) = 1.
Della soluzione trovata determinare il dominio e tracciarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti] Determinare il dominio della funzione
flay) = V(@ =12 —y? + V4 —a?

e su tale dominio, determinare massimi e minimi di f.

Esercizio 3 [6 punti] Verificare la validita del Teorema della divergenza con la
funzione
F(z,y,2) = (a%,y", %)

sul dominio
E={(z,y,2) eR*: 2% +9* < 22,0 < z < 1}.

Esercizio 4 [7 punti| Studiare le varie convergenze della successione di funzioni

fa i R—=>R
n
o) = ey
Calcolare quindi
1
iim_ [ fw)dy
n—-+00 1

e le proprieta della successione di funzioni

gn(x) = /x fu(y)dy.

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che, data la successioni di funzioni
fn dell’esercizio precedenti, calcoli 'integrale

/ Fuly)dy

e tracci i grafici delle funzioni g, (z) con n € {1,...,10} e z € [—1,1].



Soluzione 1 L’equazione data ¢ del secondo ordine autonoma; poniamo quindi y'(¢) = v(y) ed
otteniamo il Problema di Cauchy

yu(y)v'(y) +o(y)* = 4
v(l)=1.

Si trova quindi la soluzione

Vay(t)? =3
v(y(t) = —
y(t)
accoppiata alla condizione iniziale y(0) = 1. Questa ¢ una equazione a variabili separabili la cui
soluzione ¢ data in forma implicita da

Vay(t)? — 3 =4t + 1.

Avremo quindi la condizione t > —i e y data in forma esplicita da

y(t) = VA4t2 + 2t + 1.

Soluzione 2 Il dominio della funzione ¢ dato da

y'(t) =

{(y) eR?:—1<2 <122 - 1<y<1-2*}U{(z,y) eR*: 1< |2|<2,1 —2®> <y<a2?—1}.
Cerchiamo anzitutto i punti stazionari interni ponendo V f(z,y) = 0; si troveranno i punti (0,0) e

(i@, 0). In tali punti si ha

V15 0) 13

£(0,0) = 3, f(i > -

Per quanto riguarda il bordo si hanno sei vertici (+1,0), (2,3), (2,-3), (—=2,3) e (—2,—-3) in cui

la funzione vale

f(£1,0)=v3,  f(£2,43)=0.

Infine resta da considerare le parti di bordo di F individuate dalle curve

Zit = {(Z‘,y)RQ -l<z < 17y = :l:('rQ - 1)}5 Eét - {(Z‘,y)RQ 1< |1‘| < 2ay = :l:('rQ - 1)}

Y5 = {(z,y)R?:x =42, -3 <y < 3}.
Dato che si tratta di curve cartesiane, possiamo considerare le funzioni di una variabile
flz,+(2* = 1)) = V4 — 22, f(£2,y) = V9 — 42
Si trovano quindi i punti (+2,0) e (0,£1) in cui
f(£2,0) =3, f(0,£1) = 2.
In definitiva troveremo che
mEinf =0, assunto in (2, 3),(2,—-3),(-2,3) e (=2, -3),
mentre

13
mgxf: T assunto in (iT,Q
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Soluzione 3 Possiamo calcolare il flusso direttamente mediante la definizione

®(F,0F) = / F - pds
oE

oppure mediante il Teorema della divergenza

@(F,(?E):/divF(:c,y,z)dzdydz.
E

Nel secondo caso avremo che, denotando con D = {(z,y) € R? : 2% + y2 < 2z}
/ divF(z,y, z)dxdydz :/ (2x 4 2y + 2z)dzdydz
B B

1
:/ dzdy/ 2z + 2y + 2z)dz
D 0
:/ (2x + 2y + 1)dzdy = 3.
D

Nel primo caso invece scriveremo 0F = 1 U 3o U X3 con

¥ ={(z,y,2) ER?: 2= 1, (z,y) € D},32 = {(x,y, 2) ERB:zzo,(x,y) € D},

Y3 ={(z,y,2) € R®: 2% +y? = 22,0 < 2 < 1}.

%1 e X5 sono due superfici cartesiane con normale esterna data rispettivamente da (0,0,1) e
(0,0,—1). X3 & invece la superficie laterale di un cilindo con base data dalla circonferenza unitaria
centrata in (1,0) e di raggio 1 con z € [0,1]; tale superficie la possiamo parametrizzare mediante
r:[0,27] x [0,1] — R3,

r(t,s) = (1 + cost,sint, s).

In tal modo la normale esterna sara data dal vettore (cost,sint,0). Otteniamo quindi che
O(F,0F) = ®(F,X1) + O(F, X2) + O(F, X3).

Svolgendo i calcoli troviamo quindi che

O(F, %) = / (2%, 4% 1) - (0,0,1)dxdy = T,
D

q)(Fa 22) - / ($2,y2, 0) ’ (05 0, *1)d$dy =0
D
mentre

2m 1
O(F, X3) = / dt/ (1 4 cost)?,sint, s) - (cost,sint,0)ds = 27.
0 0

Soluzione 4 Si nota che per z # 0
lim fn(‘r) =0,

n—-+oo

mentre dato che f,(0) = 2
lim f,(0) = 4oc.

n—-+oo

Quindi f,, converge puntualmente in R\ {0} alla funzione f(x) = 0. La convergenza non & uniforme
dato che le f, sono continue su R e la funzione limite f non & data in 0. Proviamo a vedere se c’e

172



convergenza uniforme negli intervalli del tipo [a, +00) con a > 0 (sfruttiamo la parita delle f,).
Avremo che

n
S nl0) = ST Ra)
Dato che
lim — =
n—+oo m(1 4+ n2a?)

)

se ne deduce la convergenza uniforme in [a, +00), e quindi negli intervalli chiusi contenuti in R\ {0}.

Per quanto riguarda l'integrale non possiamo usare il Teorema del passaggio al limite sotto il
segno di integrazione in quanto in [—1,1] non vi & convergenza uniforme. Un conto diretto pero
porta a

1
2
/ fn(y)dy = = arctan(n)
-1 ™
e quindi

1
im_ [ Falwdy = 1.

n—-+oo

Per quanto riguarda la funzione g,,, mediante integrazione si ottiene che

gn(x) = %(arctan(nac) + g)

Si nota quindi che per x < 0

() =0
mentre per x = 0, g,(0) = % e quindi
. 1
oA 90 (0) =3,
ed infine per x > 0

La funzione limite non ¢ continua e quindi la convergenza non sara uniforme su R. Per completezza,
si potrebbe anche vedere la convergenza uniforme in (—oo, —a]Ula, +00) con a > 1 (il punto z =0
& l'unico punto di non continuita della funzione limite). Studiamo ad esempio la convergenza
uniforme in [a, +00); dato che

1 1
sup |gn(x) — 1] = sup ‘— (arctan(nac) + ﬁ) - 1‘ =— (I - arctan(na)),
[a,+00) [a,+o0) | T 2 m\2

se ne deduce la convergenza uniforme dato che
1/m
lim — (— - arctan(na)) =0,
n—-+oo 7T 2

per ogni a > 0.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 30 marzo 2016

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy;

/ t? — y(t)2
y(t) = ——~—
2ty(t)
y(1) = 2.
Della soluzione trovata determinare il dominio e tracciarne un grafico qualitativo.
Esercizio 2 [6 punti]| Dire se nei punti appartenenti all’insieme

E:{<.T,y,2)€R3:x’z—xy—i—yz_zz:l’xQ_'_yQ:l}

sono soddisfatte le condizioni del Teorema della funzione implicita; determinare
quindi i punti di massima e minima distanza dei punti di £ dall’origine.

Esercizio 3 [6 punti] Calcolare il flusso del campo
F(z,y,2) = vyz(v,y, 2)

uscente dalla superficie ¥ = {(z,y,2) € R* : 22 + y* + 2* = 1,2, 5,2 > 0} orientata
in modo che la normale alla superficie abbia la terza componente positiva.

Esercizio 4 [7 punti] Data la funzione 2r—periodica definita da

f(z) = W;‘”, x € [0,27),

scrivere la serie di Fourier ad essa associata discutendone le varie convergenze.
Dedurre quindi le somme delle seguenti serie:

;ﬁ’ hzzo 2h+1°

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del
Problema di Cauchy dell’Esercizio 1) e che ne tracci il grafico.




Soluzione 1 L’equazione puo essere riscritta nella forma

250/ =~ 4t

ponendo v(t) = y(t)? si riconosce un’equazione differenziale del primo ordine lineare in v con
v(1) = 4. La soluzione sara pertanto data da

1144
3t

v(t)

e quindi la soluzione y(t) & data da

Tale soluzione & definita per ¢ € (0, +00).
Soluzione 2 Consideriamo la funzione g : R® — R?

g(a,y,2) = (@* —zy +y* — 2%, 2% +y);
il suo Jacobiano e dato da

20—y —x+2y -2z
Dg(fc,y,z)Z( 92 2% 0 )

Se z # 0, allora il rango & sicuramente due; vediamo il caso z = 0. Sicuramente per (z,y) = (0,0)
la matrice ha rango 0 e quindi il Teorema della funzione implicita non si applica; si nota perod che
(0,0,0) ¢ E. Per z = 0 la matrice Jacobiana diventa

)

2z — —z+2y O
Dg(fc,y,O):( or 2% i 0)

tale matrice ha rango 1 per (z,y) # (0,0) se e solo se esiste A € R per cui
Si tratta quindi di trovare le soluzioni del sistema

{ 20 =Nz =y
2(1 = Ny = x,

che e equivalente a

{ y=2(1- Nz
x=4(1 - \)2x;

Nella seconda equazione si puo avere x = 0, nel qual caso si troverebbe y = 0, che pero ¢ il caso
che stiamo scartando. Quindi dalla seconda equazione si deduce che A =1 + % da cui y = £z.
Nei punti quindi del tipo (z,z,0) e (z,—z,0) il Teorema della funzione implicita non si applica;
nessuno di tali punti appartiene ad F quindi E & localmente attorno ad ogni suo una curva.

Per risolvere il problema di massimo e minimo applichiamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange introducendo la funzione

L(x,y,z,\p) =a> +y* +22 = Na? —oy+y? — 2% — 1) —p(z? + 4% - 1).
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Si arriva al sistema
20 =22+ Ay —2ux =0
20 =20 y+ Az —2u =0
2242 2 =0
22—y +9y?—22-1=0
22+ -1=0.

Soluzioni di tale sistema sono i punti

(1,0,0),(0,1,0),

(V2/2,-V72/2,7/2/2), (V2/2, —V2/2, —/2/2), (—V2/2,v/2/2,V/2/2), (—V2/2,v/2/2, —\/2/2):

i primi due punti sono punti di minima distanza, mentre i secondi quattro sono punti di massima
distanza.

Soluzione 3 Posiamo applicare direttamente la definizione di flusso;
O(F,Y) :/ F(z,y,z) vdX = / zyz(z,y, 2) - (x,y, 2)d2
b b
L L . 1
:/ dﬂ/ cosﬂsm(psmﬂslmpcosgosmgodgo:g.
0 0

Soluzione 4 Se si estende per periodicita la funzione e la si guarda in (—m, 7] ci si accorge che la
funzione e dispari. Quindi ay = 0 per ogni k£ € N, mentre

2 (7 . _1
= ;/O f(z)sin(kz)dx =

L’estensione di f e discontinua nei punti 2km, k € Z, pertanto la funzione ¢ solo continua a tratti e
regolare a tratti. La serie quindi converge puntualmente per ogni « € R alla funzione regolarizzata
ed uniformemente negli intervalli [a,b] C (0, 27). Dall’identita

TS tan(),

si deduce che

[~
N[ —~
=
+ =
| =
I
N

h=0

Infine, dalla formula di Parseval si deduce che

=1
Yp=%
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 14 giugno 2016

Esercizio 1 [6 punti| Determinare 'integrale generale dell’equazione
y'(t) — y(t) cost = cos te*s™?,
Determinare le soluzioni che massimizzano e minimizzano la quantita %

e tracciare un grafico qualitativo di tali soluzioni.

Esercizio 2 [6 punti] Verificare che siano soddisfatte le condizioni del Teorema
della funzione implicita in (0,0) per la funzione

f(z,y) =sinycosz +y—e” + 2%+ 1;

determinare quindi il polinomio di Taylor di terzo grado della funzione y = g(z) che
definisce localmente il luogo di zeri di f.

Esercizio 3 [6 punti] Dato l'insieme

E={(z,y,2) e R3: (Va2 +y?— 1)2—1—22 < 1,|z| < Va2 +y? — 1},

(vedi Figura 6(b)), si calcolino Vol(E) e Area(0F).

(a) La regione del pia- (b) L’insieme FE ottenuto dalla
no da ruotare rotazione

Esercizio 4 [7 punti| Si studino le varie convergenze della serie di funzioni
> n+1
—1)"—=—a".
;( ) n?+1
Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che tracci, come in un filmato, i
grafici delle funzioni

gula) = Y (1"

conz € [-2,2]e N =1,...,100.




Soluzione 1 L’equazione data ¢ del primo ordine lineare con a(t) = —cost e b(t) = coste
Quindi A(t) = —sint, da cui 'integrale generale

y(t) — esint(c+ esint)_

¢ = 2 rispettivamente e sono rappresentate in Figura 6(c) e 6(d).

2sint
Le soluzioni che massimizzinano e minimizzano la quantita richiesta sono determinate da ¢ =1 e

(C) y(t) — esint + 62 sint

(d) y(t) — _esint + 62 sint
Soluzione 2 Notiamo che f(0,0) = 0 e che V£(0,0) = (—1,2). Si pud quindi applicare il Teorema
delle funzioni implicite per dedurre che il luogo di zeri di f € localmente un grafico sia in forma
y = g(x) che x = h(y).
spressione

Per determinare il polinomio di Taylor di terzo grado di g(z) basta derivare tre volte nell’e-
Si ottiene quindi che

sing(z)cosz + g(x) —e” + 2% +1=0.

_ 1 1 2 7 3 3
g(x) = 30— 32° + 550° + o(a?)
F =%, 3] x[0,2n] x [0,1] — R3,

Soluzione 3 L’insieme E ¢ un pezzo di toro; tale insieme si puo determinare mediante la funzione
Dato che

F(p,9,0) = ((1 4 gcosyp) cos?, (14 pcosp)sind, psin p).
si trova che

|detDF(p, 9, 0)| = o(1 + ocosyp),
Vol(E) = / dxdydz = /
E [—%,%1x[0,27] x[0,1]

parametrizzata da r : |

2
T
o(1+ ocosp)dpdo = - +
5.5

277\/5
Il bordo di F & composto da due superfici; una parte contenuta nella superficie laterale del toro
| x [0,27] — R3,

3

e due tronchi di cono determinati da

r(p,0) = ((1 + cos¢) cos ¥, (1 + cos p) sin ¥, sin ),

parametrizzabili mediante

{(@y,2) eR®: (Va2 +9? — 1) + 27 < 1 [z = Va2 +y2 — 1},

By, (0,0)\ B1(0,0) 3 (w,y) - (xy (/22 + 42 — 1)) .

178



Troviamo quindi che

Arca(9E) /

[7%1%]X[0727‘—]

o0, 9) X 19 (10, 9) | dipdd + 2 / Vadzdy

B, 1 (0,0)\B1(0,0)
V2

:/ (14 cos p)dddp + (4 + V2) = 72 + 47 + 37V/2.
[—%:%]x[0,27]

Soluzione 4 Siamo in presenza di una serie di potenze con

ant+1

="

Dato che
lim  V/le,| =1,

n—-+o0o

ricaviamo che il raggio di convergenza ¢ ¢ = 1. Notiamo inoltre che per x =1 la serie diventa
o0
Z(_l)n”_""l
— n?+1

che converge grazie al criterio di Leibniz, mentre per x = —1 la serie diventa

;772-‘1-17

che non coverge. Quindi l'insieme di convergenza puntuale & P = (—1,1]. Si avra, grazie sempre
al criterio di Leibniz, che la serie converge uniformemente in [—a, 1] per ogni 0 < a < 1, mentre
converge totalmente in [—a, a] per ogni 0 < a < 1.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 13 luglio 2016

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy;

y"(t) + 5y’ (t) + 4y(t) = sent cost,

Esercizio 2 [6 punti] Dire se la curva r : [0, 27] — R3,
r(t) = (sentsen (6t),sent cos(6t),sent)

e regolare; scrivere quindi ’equazione della retta tangente e del piano ortogonale
alla curva nel punto (0, —1/2,1/2) e determinare la massima e la minima distanza
dei punti della curva dal piano z = —2.

Esercizio 3 [6 punti] Si determini il volume del solido
E={(z,y,2) eR*: 2” +9* + 22 < 4,2 < 7},

con 7 piano tangente in (0,0, 1) all’insieme
{(1’73/72) : SUQy 4+ arctan z + e° = Z + e} )

Esercizio 4 [7 punti] Siscriva la serie di Fourier associata alla funzione 6-periodica
dispari definita in [0, 3] da
f(z) =3z — 2%

Si studino le varie convergenze e si determino le somme delle seguenti serie numeri-

che: .
Zo 2h+ Z 2h+1 Zh6

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del-
I'Esercizio 1 e ne tracci il grafico nell'intervallo [0, 20].



Soluzione 1 Iniziamo col risolvere ’equazione omogenea associata; il polinomio coratteristico e
p(\) = A2 + 5) + 4 che ha due radici reali, —4 e —1. Quindi la soluzione generale dell’omogenea ¢

data da

yo(t) = cre”® + coe .

Per trovare la soluzione completa, scriviamo il termine forzante come
1
sent cost = 5sen (2t);

cerchiamo quindi la soluzione particolare nella forma
yp(t) = asen (2t) + bcos(2t).

Si ricava quindi che la soluzione generale dell’equazione completa e data da

1
y(t) = cre™™ + cpe™t — — cos(2t);

20
imponendo le condizioni iniziali si trova infine che
1 ., 1 ., 1
)= —— —et— —cos(2t).
ylt) = —gge T H35e T g o)

Soluzione 2 Derivando troviamo che
' (t) = cos(t)(sen (6t), cos(6t), 1) + 6sen t(cos(6t), —sen (6t),0);

quindi
I (t)|| = V2 + 34sen 2t # 0,

cioe il fatto che la curva sia regolare. La curva passa nel punto (0,—1/2,1/2) per t = 7/6; in tal

punto
o)-(2-2.%)

quindi la retta tangente e parametrizzata da

11 3 V3
077_7_ +1 7377£5_ )

2’2 272
che in forma cartesiana diventa

V3 —6y—3=0
V3 +62—-3=0.

Il piano ortogonale ¢ invece individuato dall’equazione
6z +yv3 — 2v3+ V3 =0.

Per I'ultima parte dell’esercizio, la distanza dal piano z = —2 & data da sent + 2, che quindi e
massima in t = 7/2 dove vale 3 e minima in ¢t = 37/2 dove vale 1.

Soluzione 3 Se calcoliamo il gradiente della funzione f(x,y, z) = 2%y + arctan z + € si trova

1
Vi(z,y,z) = ((2@%502, Tr2 T ez) ,
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da cui V£(0,0,1) = (0,0, % + e). Il piano tangente ¢ quindi determinato dall’equazione

1
<0,0,§+e) (z,y,2—1) =0,

cioe z = 1. Il volume del nostro insieme ¢ quindi dato da

1 1
Vol(E) = /2 dz/ ) dxdy = 7r/2(4 —2%)dz = 9.
— 22 4y2=4—22 —

Soluzione 4 La funzione ¢ dispari quindi a; = 0 per ogni k£ > 0. Per i by, abbiamo

72

2 3 k 36
by = 5/0 (32 — 2%)sen (—;x) dx = =53 (1— (-1 = mk?
0 se k e pari.

se k e dispari

La serie di Fourier & quindi data da

T2 1 (2h+1)m
f(z)ﬁz(2h+1)3sen< 3 z>

h=0

Tale serie converge puntualmente, uniformemente e totalmente su tutto R in quanto la funzione &
continua e regolare a tratti. Per le somme delle serie richieste si nota che la prima serie e legata al
valore di f in & = 3/2; si ricava quindi che

0 (71)h _ 7r3
hZ:O (2h+1)3 32

Dalla formula di Parseval si trova poi che

e quindi, notando che

se ne deduce che
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Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 6 settembre 2016

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy;

y’(t) _ y(t)+4/ 12—y (t)?

t Y

y(2) = 0.
Della soluzione trovata determinare il dominio e tracciarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti] Determinare massimi e minimi della funzione

1
f(z,y) = PO
sull'insieme £ = {(z,y) €e R* : 1 < z? +y* <2}
Esercizio 3 [6 punti] Si consideri la curva nel piano zz parametrizzata da

T 3T
r(t) = (sent — cost,sent + cost), t e {Z’ Z}

e si definisca la superficie ottenuta ruotando tale curva attorno all’asse z. Si dica se
tale superficie e regolare e se ne determini ’area.

Esercizio 4 [7 punti| Si studino le varie convergenze della serie di funzione

|
f(x):Z%-

n=1

Si dica inoltre se la funzione f e continua e derivabile con continuita.

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che disegni il sostegno della
superficie dell’esercizio 3. e ne calcoli ’area.



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione di tipo omogeneo; si effettua pertanto la sosti-
tuzione z(t) = y(t)/t e si arriva alla souzione, in forma implicita

t

arcsinz(t) = In 3

Tale identita implica che In§ € [-%, 5]. Esplicitando e tornando alla soluzione y(t) si trova
. t
y(t) = tsinln =;
2
tenendo presente che il Problema di Cauchy e definito per ¢ > 0 si trova che il dominio di tale
soluzione & t € [2,2¢2].
Soluzione 2 Possiamo equivalentemente studiare i massimi e minimi della funzione
g(@,y) = 2® +ay +y*;

tale funzione, definita su tutto R? ha un solo punto stazionario in (0,0); dato che la matrice
Hessiana in tale punto ¢ definita positiva, si tratta di un punto di minimo. La matrice Hessiana e
strettamente definita positiva in tutto R? (& costante), quindi la funzione g & strettamente convessa.
Se ne deduce che g ha in (0,0) un punto di minimo stretto che & punto di minimo stretto globale
su tutto R2. Quindi g(0,0) = 0 e g(x,y) > 0 per (z,y) # (0,0). Quindi la funzione f & continua
su F, che & compatto; ne concludiamo che f ammette massimo e minimo.

Per determinare massimi e minimi di f determiniamo massimo e minimo di g su E; dato che
all’interno di FE il gradiente di g non si annulla mai, i punti stazionari vanno ricercati al bordo.
Parametrizziamo il bordo di E per trovare le due funzioni

1
hi(t) = f(cost,sent) =1+ §sen(2t), ho(t) = f(V/2cost,V2sent) = 2hy(t).
Determinando i punti stazionari di h; e ho si conclude che

V2 @) (ﬁ _£>

=2 to i —
m}gxf , assun01n< 7 5 5" g

mentre

1
mbinf =3 assunto in (1,1),(—1,-1).

Soluzione 3 La superficie ¢ parametrizzata da

3
r(t,s) = ((sent — cost) cos s, (sent — cost)sen s,sent + cost), (t,s) € {%, Zﬂ] x [0, 27].
Siccome
|re(t, ) x rs(t, s)|| = V2(sent — cost),
se ne deduce la regolarita della superficie tranne che per ¢t = 7, %’T. Infine

3w
S
Area = 27r\/§/ (sent — cost)dt = 4.
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Soluzione 4 Se definiamo
Inn

nd + x2’

si nota che tale successione di funzioni ¢ data da funzioni continue e pari, con

up () =

1
Jn (2)] < = = Mip;

S 3
Siccome la serie associata alla successione M,, & convergente, se deduce, dal criterio di Weierstrass
che la serie di funzioni é totalmente convergente su R; quindi si ha convergenza puntuale e uniforme
su tutto R e la funzione f cosi definita e continua e pari. Per quanto riguarda la derivabilita di f
basta studiare le funzioni

o (z) = — 2zxlnn ;
n (n* + 22)?
sicccome
o o) < 22,

&nb
se ne deduce la convergenza totale anche della serie delle derivate; quindi f & derivabile con
continuita su tutto R.
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Ferrara, 26 ottobre 2016

Esercizio 1 [6 punti| Trovare U'integrale generale dell’equazione differenziale
y'() +y/ () —2y(t) =" +t.

Esercizio 2 [6 punti] Dire se nel punto (1, 2, 3) si applica il Teorema della funzione
implicita alla funzione

flz,y,2) = (2® + > + 2% — 14, 2yz — 6);
determinare in particolare tangente e normale in (1,2, 3) al livello {f = 0}.

Esercizio 3 [6 punti] Dire se il campo

e conservativo o meno. Calcolare quindi il flusso del campo attraverso la superficie
S={(z,y,2) ER*: (z = 1)’ +(y—1)*+ (= 1)*=1,2 > 1}.

Esercizio 4 [7 punti] Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione 2-periodica
pari definita per z € [0, 1] da

f(z) =21 —x);

studiare le varie convergenze della serie di Fourier e calcolare le somme delle seguenti

serie numeriche:
Do D 2o
k=1 k=1 k=1

Esercizio 5 [5 punti]| Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del-
'esercizio 1 e ne disegni il grafico con le condizioni iniziali y(0) = y'(0) = 0.




Soluzione 1 L’integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ dato da
yo(t) = cret + coe 2t

Per quanto riguarda I’equazione completa possiamo usare il principio di sovrapposizione e conside-

rare separatamente le forzanti f1(t) = e’ e fo(t) = t. Per tali forzanti si usa ad esempio il metodo

per somiglianza e si arriva quindi a trovare che l'integrale generale dell’equazione data e

t

y(t) = cre’ + coe 2 4 Zet —

W =+
N
] =

Soluzione 2 Notiamo che

prana= (22 % )

Yz TZ Y

Df(1,2,3) = < 2 ;‘ g )

Tale matrice ha rango 2 ed i vettori (2,4, 6) e (6, 3, 2) sono una base per il piano ortogonale, mentre
il vettore (2,4,6) x (6,3,2) = (—10,32,—8) & un vettore tangente. La retta tangente quindi sara
parametrizzata da

ed in particolare

(1,2,3) + t(-10, 32, -8),
mentre il piano ortogonale sara parametrizzato da
(1,2,3) + t(2,4,6) + s(6, 3,2).
Soluzione 3 Si nota che

F(z,y,z):V(ﬁJrc), ceR.
z

La funzione y
f(.’L',y,Z) = 7 +c

ha lo stesso dominio di F', quindi il campo € conservativo. Per il calcolo del flusso, parametrizziamo
la superficie 3 usando la funzione r : [0, 2] x [0, 7/2] — R3,

r(t,s) = (1 + costsins, 1 + sintsins, 1 4 cos s).
Con questa parametrizzazione si ha che
r¢(t,s) x r4(t,8) = —(costsin® s,sintsin® s, sin s cos s).

Quindi
O(FY) :/ F(r(t,s)) - ri(t,s) x rs(t, s)dtds
[0,27] x [0,7 /2]

:f/ Smsicoszdtds:ﬁ—%rlnz
[0,27]x [0, /2] (1 + coss)

Il calcolo del precedente integrale si poteva anche fare come segue; si nota che definendo la superficie
i ={(z,y,2) €R®: 2 =1,(z,9) € Bi(1,1)},
allora Sigma U %1 = OF con

E={(z,y,2) eR¥: (x — 1)’ +(y— 1)+ (2 —1)2<1,2>1}.
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Quindi possiamo usare il Teorema della divergenza; notando che sui punti di ¥ si ha che
ri(t,s) X r5(t, 8) = —vap(r(t,s)),
si trova quindi che
O(F,X)=— / divF(z,y, z)dedydz — O(F, Xq)
E

:/ x—gdzdydz*/ F(z,y,1) - (0,0, 1)dzdy
E Z Bi(1,1)

I/ 1=(z—-1)2=(y—1)* 1
:—/ zy/ —dzf/ zydxdy
Bi(1,1) 1 Bi(1,1)

23
=m — 2mwln2.

Soluzione 4 La funzione ¢ continua se estesa per parita e 2 periodica, quindi la serie di Fourier
converge uniformemente su tutto R. I coefficienti sono dati da

! 1
aoz/ x(1—z)dx = =,
0 6

mentre

1 k L
_ I+ (=D)" [0 se k dispari,
ax = /0 x(1 — ) cos(kmzx)dr = T = { 2y sek pari.

Infine, by = 0 in quanto la funzione e pari. Quindi in definitiva

1 1 X cos(2kmr)
- i = 2(1 — 2):
)= - e 3 )

qui la prima uguaglianza va intesa per ogni x, mentre la seconda solo per z € [0,1]. Da questo
sviluppo si nota la convergenza totale della serie ed inoltre, valutando in x =0 e x = %, si deduce

che
2 g
k:lk 6
mentre
K2 3
k=1
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Ferrara, 21 dicembre 2016

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy;
Y7(0) — 257(t) — 54/ (1) + 6y(t) = e

y(0) = y(0) =y"(0) = 1.

Esercizio 2 [6 punti] Determinare massimo e minimo della funzione f(z,y,z) = z
sull’insieme

E={(z,y,2) eR*: 2 + 9 =4, 2> — a2y +y* — 2 = 0}.
Esercizio 3 [6 punti] Calcolare il flusso del campo
F(z,y,2) = (3ay® — 2°,y2* — y°, 32%2)
uscente dalla superficie
Y= {(x,y,2) € R®: 42 + 9y* + 362* = 36}.

Esercizio 4 [7 punti| Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

[e.9]

1

k=0

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che tracci il grafico sull’intervallo
[—2,2] delle prime n funzioni, n € 10, 50, 100, della successione

1

ul) = T

e il grafico della funzione somma delle prime n funzioni di tale successione.



Soluzione 1 1l polinomio caratteristico dell’equazione omogenea associata ¢ dato da
p(A) = A% —2)\% — 5\ + 6,
le cui radici sono 1, —2 e 3. La soluzione generale dell’omogenea associata e data quindi da
Yo(t) = cret + coe ™ 4 c3e3t.

Per la soluzione particolare, possiamo usare il metodo per somiglianza e cercare la soluzione nella
forma

yp(t) = e'(at® + bt).
Si trova quindi la soluzione particolare

t

e
t) = —— (3t +1).
wplt) = 55 (38 +1)

La soluzione generale dell’equazione completa ¢ quindi data da

et
36
Se si impongono le condizioni iniziali si trova che ¢; = 209/216, ¢ = 1/135 mentre c¢3 = 1/40. In
definitiva, la soluzione del Problema di Cauchy & data da
209 1 1 et

t)=—e'+ —e 2+ —e3 — (3t +1).

v =556 * 135 0° 36 )
Soluzione 2 Per determinare massimi e minimi, possiamo usare il metodo per parametrizzazione;
dato che 22 + y? = 4 determina una circonferenza di raggio 2 nel piano xy e potendosi ricavare
z = 22 +y? — zy dalla seconda equazione, possiamo utilizzare la parametrizzazione r : [0, 27] — R3

y(t) = cre’ 4 coe ™2 + c3e! (3t% 4 t).

r(t) = (2cost,2sint, 4 — 2sin(2t))

per l'insieme E. Sinota da tale parametrizzazione che F e chiuso e limitato essendo limitate tutte
e tre le componenti z, y e z mediante la parametrizzazione r. Si ottiene quindi la funzione

g(t) = F(r(t)) = 4 — 2sin(2t).

Tale funzione ha minimo 2 per t = 7/4 e t = 57/4, mentre ha massimo 6 per t =37/4 e t = 77/4. In

definitiva
mgxf =0, assunto in (,\/5, \/5, 6) , (\/5, f\/ﬁ, 6) ,

mentre

mEinf =2, assunto in (\/5, V2, 2) , (—\/_, -2, 2) .

Soluzione 3 Per determinare il flusso usiamo il Teorema della divergenza

®(F,0F) = /

divF (z,y, z)dxdydz = / 2 dxdydz.
E

E

Per il calcolo, possiamo usare il fatto che E sia stratificato con strati dati da

2 2
D. = L Y <1
{2 gyt gy <1

cioe un’ellisse di semiassi 3v/1 — 22 e 2v/1 — 22. Troviamo quindi che

1 1 1
/ 22 drdydz :/ (/ szzdy) dz = / 2%|D,|dz = 67r/ 22(1 — 2%)dz = §7r.
E -1 \JD, ~1 _1 5
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Soluzione 4 Le funzioni 1

@) =

sono tutte ben definite se z # —1 (per k pari, le funzioni sono definite su tutto R, altrimenti per
k dispari sono tutte definite se z # —1). Quindi la convergenza va studiata in R\ {—1}. Si nota
che per |z| > 1,
1
1+azk 2k

e la serie

¢ assolutamente in quanto serie geometrica con argomento |/z| < 1. Per x = 1, ug(z) = /2,
mentre per |z| <1
1

— ~ 1.
1+ xk

Quindi si avra convergenza puntuale se e solo se |z| > 1. Le funzioni uy sono tutte continue, quindi

non si potra avere convergenza uniforme in tutto 'insieme |z| > 1. Si nota pero che per |z| > a > 1

si trova che )

-1

jua(a)] < —

e la serie

=1
Zak71<+oo
k=0

& convergente. Si ha quindi convergenza totale (e quindi uniforme) sugli insiemi || > a per ogni
a>1.

191



CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 19 gennaio 2017

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy;

y'(t)?+1
2y(t)

y(0) =1,y (0) = 1;

della soluzione trovata, determinare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.

y'(t) =

Esercizio 2 [6 punti]| Dire se ed in quali punti dell’insieme
{(z,y,2) ER*: 2 + 9+ 22 =4, (x — 1) +¢y* = 1}

di puo applicare il Teorema della funzione implicita; determinare quindi retta tan-
gente e piano ortogonale all’insieme dato nel punto (3/2,/3/2,1).

Esercizio 3 [6 punti] Dato l'insieme
E={(r,y,2) eR*:a* +y* + 22 <4, (v — 1)  +¢* <1},
determinare Vol(E) e Area(0E).
Esercizio 4 [7 punti] Studiare le varie convergenze della successione di funzioni
folz) =2™(1 —2), x € [0,1].

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del
Problema di Cauchy dato nell’esercizio 1) e che ne tracci il grafico.



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione del secondo ordine di tipo autonomo; poniamo
quindi z(y) = y'(t) ed otteniamo il Problema di Cauchy

z2(y)* +1
2(y)2'(y) = =——5—
) ) = 2
z(1) =1.
La soluzione di tale problema & data da

2(y) = /2y — 1.

Per concludere, risolviamo il Problema di Cauchy

la cui soluzione ¢ data da )

t
y(t) =5 +t+1.

Soluzione 2 Consideriamo la funzione g : R® — R?
g(x,y,2) = (@° +y* + 2%, (2 — 1)° +°);
la matrice Jacobiana di tale funzione ¢ data da

_ 2x 2y 2z
Dg(xayaz)_ ( 2(:671) 2y 0 )

Siccome
(2z,2y,22) x (2(z —1),2y,0) = (—4yz,4z(xz — 1),4y),

si nota che la matrice Jacobiana non ha rango due solo nei punti (1,0, z) e (z,0,0). Di tali punti solo
il punto (2,0, 0) appartiene all’insieme che stiamo considerando, e quindi tale punto & I'unico punto
in cui non si applica il Teorema della Funzione implicita. Nel punto (3/2,v/3/2,1) in particolare
le condizioni per 'applicazione del teorema sono soddisfatte; la retta tangente sara data da

r+yV/3=3
23 —4z+1=0,

mentre il piano ortogonale sara dato da

x\/ﬁ—y—z\/§=0.

Soluzione 3 Per quanto riguarda il volume dell’insieme dato abbiamo che

1 4
Vol(E) = 2/ V4 — 2?2 —y?dedy = —67r — 6—

{(z-1)242<1} 3 9
Per ’area della superficie laterale scriviamo 0F = 31 U X5 con

S ={+ P+ 22 =4, (- 1) +° <1}, Np={+ " +22 <4, (- 1)+ =1}
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Possiamo quindi calcolare

1
Area(3) = 4/ _—
{z—1)2+y2<1} V4 —2? — y?

mentre

2m
Area(X33) =2 V2 — 2costdt = 16.

0

In definitiva
Area(0F) = 8.

Soluzione 4 Per la convergenza puntuale si nota che per x € [0, 1]

nll}lilool' (1—=z)=0.

Per la convergenza uniforme si ha

1 "
lim sup |fo(x)] = <1 > =0,

1m
n—-+oo z€[0,1] n—+oo n + 1

quindi la convergenza & anche uniforme.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 febbraio 2017

Esercizio 1 [6 punti] Risolvere, al variare del parametro yo € R, il seguente
Problema di Cauchy;

y(1) = vo;

delle soluzioni trovate, determinare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti] Dire se il campo

z 2yz 1 1 Y
F =|(- — - — =42
(#:42) < @ry? @+yP a2 Z)

e conservativo ed in caso determinarne i potenziali. Calcolare quindi

[

con r : [0,27] — R3 la curva parametrizzata da
r(t) = (2 + cost,sent,t + 1).

Esercizio 3 [6 punti] Calcolare

z
W A%
/; x2_|_y2 )

con X la superficie ottenuta ruotando attorno all’asse z la curva data nel piano zz
daz=(1-2)% z€|0,1]

Esercizio 4 [7 punti| Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

> 1
> (1)
s n?+1

Esercizio 5 [5 punti] Siscriva del codice Matlab che determini le soluzioni del Pro-
blema di Cauchy dato nell’esercizio 1) con yo € {—2, —3/2, =1, —1/2,0,1/2,1,3/2,2} e
che ne tracci i grafici.



Soluzione 1 Siamo in presenza di un’equazione a variabili separabili; le soluzioni stazionarie sono
y(t) =0 e y(t) = 1, mentre le soluzioni non stazionarie sono date da

Yot
h=—2
VO = T
tali soluzioni sono definite in (0,1 — /y0) se yo < 0, in (0, 4+00) se yo € (0,1) ed in (1 — 1/yo, +00)
se yo > 1.

Soluzione 2 Si puo notare direttamente che il campo & irrotazionale; dato che il dominio del
campo e dato da

{(x,y,z) € Rg - L 7& 7y2az 7& 0}5
che & unione di domini semplicemente connessin, se ne deduce che il campo & conservativo. Il
potenziale e dato da

U(z,y,z) = +%+z2+c, ceR.

z
T+ 12

Per la determinazione dell’integrale curvilineo, si nota che
/F -di = U(r(2n)) — U(r(0)) = 4n* + 4.

Soluzione 3 Dato che la superficie & una superficie di rotazione, si nota che

z _or L1 —t) —5, 3
/E,/7z2+y2d2_2 /O VT A= 82dt = L (5VE - 1),

Soluzione 4 La serie data ¢ una serie di potenze con

ant+1

cn = (—1) PR

dato che
li \ =1

A Ve =1,
si trova che il raggio di convergenza ¢ 1. Per x = 1 si ottiene la serie numerica
i(_l)n”_""l

2
= n®+1
che converge grazie al criterio di Leibniz, mentre per x = —1 si ottiene la serie
i n+1
2

—n +1

che non converge. Si ha quindi convergenza puntuale in (—1,1]. Sempre grazie al Teorema di
Leibniz si ottiene convergenza unifore in [—a, 1] per ogni 0 < a < 1, mentre si avra convergenza
totale in [—a, a] per ogni 0 < a < 1.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 15 giugno 2017

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y"(t) + y(t) = t*sent

Esercizio 2 [6 punti] Determinare massimo e minimo della funzione
fl@,y,2) = 2%z +y°
sull’insieme E = {(z,y,2) € R3: 22% + 49> + 22 = 1}.
Esercizio 3 [6 punti]| Calcolare la circuitazione del campo
F(z,y,z) = (y + 22,2 + 2z, + 2y)

lungo la curva {(z,y,2) € R? : 22% + 5y* + 322 = 10,2 + z = 0}, sia usando la
definizione di circuitazione, che utilizzando il Teorema di Stokes.

Esercizio 4 [7 punti] Scrivere e studiare le varie convergenze della serie di Fourier
associata alla funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da

—x se x € [—1,0]
fx) =
2z — 2% sex € |0,1].

2

Ricordando che )_,° k—12 = %, si determini la somma della serie

00 _1k
;<k2)'

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del
Problema di Cauchy presentato nell’Esercizio 1 e ne tracci un grafico per ¢ € [0, 37].



Soluzione 1 L’integrale generale dell’equazione omogenea ¢ data da
yo(t) = c1 cost + casent,
mentre la soluzione particolare va cercata nella forma
yp(t) = (at® + bt* + ct) cost + (dt® + et® + ft)sent.

Imponento la condizione
Yy (t) + yp(t) = t°sent
si trova che

(t) = t3+t t+t2 t
yp(t) = 5 T )cos g sent.

L’integrale generale dell’equazione completa e quindi dato da

t3 t t2
y(t) = c1cost + cosent + s + 1 cost + Zsent;

imponendo le condizioni iniziali si trova che la soluzione del Problema di Cauchy e

() Bt . t2—1 ;
=—-—=+- + nt.
Y 61 Cos 1 se

Soluzione 2 Dato che possiamo riscrivere
E={(z,y,2) €ER®: 2 = —x, 2° +9* = 2},
si nota che E puo essere parametrizzato mediante r : [0, 2] — R3,
r(t) = (V2cost,v2sent, —v/2 cost).

In tal modo la circuitazione si determina come segue:

27
/F-dF: / (\/isent—2\/§cost,—\/icost,\/icost—i—Q\/isent) .
T 0

(—v/2sent, V2 cost, V2sent)dt
= 4.

Per utilizzare il Teorema di Stokes, notiamo che E = 97X, se per X si considera
E:{(‘Tayaz)ER3:$+z:0’x2+y2§2}

con normale data da 1
Vy, = —= 1, 0, 1).
P 5 ( )

In tal caso si trova quindi che

/F-df’:/ rotF-ygdZ:/ (1,1,1) - (1,0, 1)dady = 4.
r z {a2+y2<2}
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Soluzione 3 Possiamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e cercare i punti stazio-
nari della funzione
w2z 4 y? = N222 + 4y 4+ 22— 1)

arrivando al sistema

20z — 4 x =0
2y —8\y =0
22 —2X2=0

222 + 4y? + 22 = 1.
Tale sistema ha le seguenti soluzioni:

per A =0 i punti (0,0,1),(0,0,-1)

)\—1' ti 010 0 10 L
per _41pun1 525 ) ) 2) ) 27 9 9

per A = —

Per confronto si trova che

1 . . 1 1
mEaXf = 1 assunto nei punti (0, -, ,10,—=,0),

[\

mentre

1 1 1 1 1
min f = ——— assunto nei punti ( —,0,—~ ), ——,0,——= | .
RN i (75205 ) (750 7)
Soluzione 4 Tracciando il grafico dell’estensione 2—periodica della funziona data, si nota che tale

estensione ¢ continua e regolare a tratti. Quindi la serie di Fourier converge puntualmente e
uniformemente su tutto R all’estensione periodica di f. I coefficienti della funzione sono dati da

0 1 -
aoz—/ acdac—i—/ (22 — 2%)dx = —,
1 0 6

o e
ap = /1xcos(k7rx)d$+/0 (22 — 27)(cos(kmz))dx = 2n2
0 1 — (=D*

b = — /_1 asen (kmx)dz +/0 (22 — 2°)(sen (krz))dx = %

Otteniamo quindi l'identita

NG 2(1 - (-1)*)

flx) = 5+ 122 cos(kmz) + — a3 sen (kﬂ'ac)) :

Infine, dall’identita

si ricava che
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 13 luglio 2017

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:
t
()= [ VTGP
0

y(0) =v2-1

y'(0) = 0.
Della soluzione trovata, si determini il dominio e se ne tracci un grafico qualitativo.
Esercizio 2 [6 punti] Data f: R? — R?

f(xaya Z) = ("L‘Q + 4y2 + 4227?/ - 22)7

si dimostri che 1'equazione f(x,y,z) = (8,0) definisce localmente attorno al punto
(v/3,1,1/2) una curva regolare

r(z) = (z,y(x), 2(2)).
Calcolare quindi la curvatura di r(x) in z = /3.

Esercizio 3 [6 punti| Calcolare il seguente integrale di superficie

/xydE
b

con ¥ = {(r,y,2) € R®: 2% + 4y*> + 422 = 8,y — 22 > 0}.

Esercizio 4 [7 punti]| Studiare le varie convergenze della seguente serie;

1

i (/Ok etgdt> R

k=1

Esercizio 5 [5 punti]| Si scriva del codice Matlab che definisca per x € [—1,1] e
per n € {10, 20,50, 100} le funzioni

falz) = zn: </0% e_t2dt> z*

k=1

e ne tracci i grafici in un’unica finestra.



Soluzione 1 Il Problema di Cauchy viene assegnato con dati iniziali per y(0) e per y’(0); sia-
mo quindi in presenza di una equazione differenziale del secondo ordine. Per convincerci di cio,
deriviamo 1’equazione assegnata per trovare

—y"'(t) = V1+y ()%

questa & una equazione del secondo ordine riconducibile al primo ordine ponendo v(t) = 3/(¢) con
dato iniziale v(0) = 0. L’integrale di tale equazione & dato quindi da

et —e?

v(t) = —sinh(t) = — 5

Integrando si arriva alla soluzione

el +et

y(t) = V2 — cosh(t) = V2 — 5

che ¢ definita per ogni ¢ € R.

Soluzione 2 Calcoliamo la Jacobiana di f;

Df(x,y,z)(%” i f;) Df(\/§,1,1/2)(2‘0/g e )

Dobbiamo quindi verificare che

8 4
O#det( 1 2)——20.

Quindi localmente attorno a (v/3,1,1/2) possiamo ricavare y = y(z) e z = z(z) ed ottenere una
curva r(z) = (z,y(z), z(z)). Per calcolare la curvatura usiamo la formula

I @)
0=

che per x = V3 diventa

) <)
BV = A

' (V3) = (Ly' (V3),2'(V3))

i valori di

e di
r(V3) = (0,4"(v3),2"(V3))

li ricaviamo dal sistema
{ 2% + 4y(z)? + 42(2)? =8
y(z) = 2z(x).

Derivando e sostituendo si ricava che

ng)(l,@ §> r”(m(o,i 4).

57 10 25" 25

In definitiva si trova che 39
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Per la seconda parte dell’esercizio si poteva anche procedere nel modo seguente. L’insieme
{(z,y,2) €R?: 2? + 4y* + 427 = 8,y = 22}

definisce una ellisse nello spazio parametrizzata da r : [0, 27] — R?

_ 2v2 V2
r(t) = <2\/§COSt, By m) .

Tale curva passa per (v/3,1,1/2) nel punto to per cui

costyg =
sentg =

Per la curvatura si usa ancora la formula

Sl

_ 7" (o) x 1" (2o) ||
kr(to) = W,

Si arriva pertanto al valore

Soluzione 3 Si nota che la funzione integranda & dispari sia rispetto alla variabile x che alla
variabile y. Inoltre, se (z,vy,2) € ¥, allora anche (—z,y, 2) € X, quindi

/ xydy = 0.
b

Soluzione 4 Se si pone

t

. —_ 2 . \
siccome e~ ¥ — 1 per t — 0, allora ¢ ~ 1/k, cioe

1 YR
lim kcip = lim —/ e dt = 1.
k—+oo k—+o00 1//{/’ 0

Possiamo quindi applicare il criterio del rapporto per trovare che

1
lim Chtl _ lim (k+ Jori1 K

k=400 Cp k—4o00 key, k+1

Il raggio di convergenza della serie di potenze e quindi r = 1; per x = 1 si ottiene la serie

oo

D>
k=1
che & divergente in quanto ¢ ~ 1/k, mentre per z = —1 si ottiene la serie

S (-1)Fa

k=1
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che converge grazie al criterio di Leibnitz notando che la successione cj, € infinitesima e monotona

in quanto
V(k+1) 1k
/ e dt g/ e dt
0 0

per la monotonia dell’integrale rispetto all’insieme di integrazione.

In definitiva, la serie di potenze converge puntualmente in [—1,1), assolutamente in (—1,1),
uniformemente in [—1, a], per ogni 0 < @ < 1, uniformemente assolutamente e totalmente in [—a, a]
per ogni 0 < a < 1.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 4 settembre 2017

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

(1) + y(t) i+l

2 —1

y(0)=0:

si determini quindi il dominio della soluzione trovata.

Esercizio 2 [6 punti| Si determino e si classifichino i punti stazionari della funzione

2 +4r+y+1
JTY '

Esercizio 3 [6 punti| Calcolare il seguente integrale triplo

flz,y) =

2 — 2%) dedydz
( Y
E

con B = {(z,y,2) € R® : 2 +¢y* +1 < 2% < 4}.

Esercizio 4 [7 punti]| Studiare le varie convergenze della seguente serie;
i Ink ok
— 2 4 sen k

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del
Problema di Cauchy dell’Esercizio 1 e ne tracci il grafico nell’insieme [—1/2,1/2].



Soluzione 1 L’equazione data e lineare del primo ordine; la soluzione si trova quindi mediante la

formula .
y(t) = e~ A0 (yo +/ eA(S)b(s)ds)
con , , "
At) = /to a(s)ds, a(s) = SRR b(s)=Vs+1, tog=0,50=0.

In definitiva si trova che

sty =S (1- - 07?).

Soluzione 2 1 punti stazionari, cioe i punti che annullano il gradiente, sono dati dalle soluzioni

del sistema
3r2 +4x—y—1=0,
y—az?—dr—1=0;

si ottengono quindi i due punti stazionari (1,6) e (=1, —2). Calcolando la matrice Hessiana in tali
punti si trova che

5 __1_ 1 _1_
A:Hm,m:(@ 2«@), B:Hf<—1,—z>=< 7 );
26 126 2v/2 42

la prima matrice ¢ definita positiva e quindi (1,6) € un punto di minimo locale stretto, la seconda
matrice ¢ indefinita e quindi (—1, —2) & un punto di sella.

Soluzione 3 Dato che la funzione integranda troviamo che

2
/ (2% — 2%) dadydz :2/ dzdy/ (z% — 2?) dz = 497
FE {z2+y2<3} v r2+y2+1

Soluzione 4 La serie data ¢ una serie di potenze con coefficienti

~ Ink
R rp——
Dato che per k > 2
1<lnk <k

1<2+4senk <3,

si deduce che 1
) k
’“_\/5 < e < \/E

lim ¥cp =1,

k—+oo

Quindi

e quindi il raggio di convergenza ¢ o = 1. Per |z| = 1 si ottengono le due serie
i (-1)*Ink i Ink
Pt 2 +senk’ kilQ—i—senk’

dato che

Ink
—  >Ink
2+senk_n ’

le due serie non possono convergere dato che il termine generale della serie non € infinitesimo. In
definitiva, la serie converge puntualmente in (—1,1), uniformemente e totalmente in [—a,a] per
ogni 0 <a<1.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 21 settembre 2017

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t)?+1
2y(t)

y'(t) =
della soluzione trovata, si determini il dominio e se ne tracci un grafico qualitativo.
Esercizio 2 [6 punti] Data [ : R - R

flz,y,2) = (x + 3y2)e“ -1,

dire se localmente attorno al punto (1,0,0) 'equazione f(z,y,z) = 0 definisce una
superficie regolare grafico di una funzione = = g(y, z). Di tale funzione determinare
infine il polinomio di Taylor del secondo ordine centrato in (0, 0).

Esercizio 3 [6 punti] Verificare la validita del Teorema di Stokes per la funzione
F("L‘a Y, Z) = (—?/37 "L‘sa _23)

sulla superficie ¥ = {(z,y,2) € R®* : 22 + y* < 1,z + y + 2z = 1} orientata in modo
tale che la terza componente della normale sia positiva.

Esercizio 4 [7 punti] Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione 2r—perio-
dica definita in x € [—7, 7| da

f@) = x(m — |z]);
studiare le varie convergenze e determinare le somme delle serie numeriche
RIS I
prt (2k +1)3’ — kS

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del
Problema di Cauchy dell’Esercizio 1 e ne tracci il grafico nell’insieme [—1/2,1/2].



Soluzione 1 L’equazione ¢ di tipo autonomo; si pone quindi y’ = z(y) per ottenere il Problema
di Cauchy

2(y)' (y) = 2+

La soluzione di tale problema & data da

Risolviamo infine il Problema di Cauchy

La soluzione finale ¢ quindi data da

tale funzione e definita in tutto R.
Soluzione 2 Calcolando il gradiente di f si trova che
Vf(1,0,0) = (1,0,1);
il teorema si pud quindi applicare per dedurre che localmente attorno a (1,0,0) 'equazione
fl@,y,2)=0

ha come luogo di punti un grafico sia come funzione x = ¢(y, z) che z = g(z,y). Il polinomio di
Taylor si determina tenendo conto che g(1,0) = 0 e calcolando Vg(1,0) e Hg(1,0) dall’equazione

2@V 4 3y2e29(@Y) _ 1 — 0,
si trova che

Vg(1,0) = (=1,0),  Hg(1,0) = ( - >

Il polinomio di Taylor ¢ quindi dato da

g(x,y) =g(1,0) + Vg(1,0) - (x — 1,y) + %Hg(l,O)(fE —Ly) - (z—1,9) +o([(z — 1,y

=@ D+ 2@ -1 =32 4ol Ly

Soluzione 3 Dobbiamo verificare la seguente formula

/ rotF - vsdX = Fdr.
by E))

Tenendo presente che
rotF(z,y,2) = (0,0, 32% + 3y?)

e che X ¢ il grafico della funzione
g@y)=l-z—-y
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sul dominio {z? + y? < 1}, da una parte troviamo che

/ rotF - vs dX :/ (0,0,3z% 4+ 3y?) - (1,1,1) dedy
s

By

3
:3/ (2% +y?) dedy = ~.
B 2

D’altra parte invece possiamo parametrizzare 7Y mediante 7 : [0, 27] — R3
r(t) = (cost,sent,1 — cost — sent)

e quindi
27 3
F- df':/ (—sen®t,cos®t, —(1 — cost — sent)?) - (—sent, cost,sent — cost)dt = 37
oty 0

Soluzione 4 La funzione data ¢ dispari, quindi
ap = 0, Vk Z 0

Inoltre
b :—/ (mx — 2%)sen (kz)dx
T Jo
0 se k pari

8 . .
T —&5  se k dispari.

4
:?(cos(knr) —-1)= {

In definitiva si trova che -
= 8 1
r)=— —— —sen ((2h 4+ 1)x).
f@) =2 Grprpymeen (b + 1))
h=0
La serie converge totalmente su tutto R, quindi anche puntualmente e uniformemente. Valutando
tale serie in = /2, troviamo che

e (_1)h B 7.‘.3
}; (2h+1)3 ~ 32

Dalla formula di Parseval si ricava infine che

da cui
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 13 novembre 2017

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:
y'(t) +y'(t) + y(t) = te' cost
y(0) =y'(0) = 0.
Esercizio 2 [6 punti] Determinare massimo e minimo della funzione
fla,y,z)=a®+2° =2y
sull’insieme

b= {@’y’z) ERY 2’ +y" <1 A@* +¢°) < (2 +1)%,-1<2 < \4/:c2+y2}'

Esercizio 3 [6 punti] Calcolare il volume dell’insieme

E={(z.,2) €R*:a® + 9" S 140" + ") < (: + 1% -1 < 2 < Y2 + 2}

Esercizio 4 [7 punti] Si scriva la serie di Taylor centrata in zy = 0 associata alla
funzione f(x) = In(1 + x); si determino in particolare gli insiemi di convergenza
puntuale, uniforme e totale. Si calcoli infine la somma della serie

00 —lk
;(k)_

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che disegni in R? il bordo OF
dell'insieme dato al punto 2) e 3).



Soluzione 1 La soluzione dell’equazione omogenea si trova determinando le radici del polinomio
caratteristico
p(A) = A2+ A+ 1.

Troveremo quindi che la soluzione generale dell’equazione omogenea ¢ data da

yo(t) = e t/2 <c1 cos (t?) + casen (t?)) .

La soluzione particolare va cercata invece nella forma
yp(t) = €' ((at + b) cost + (ct + d)sent).

Imponendo che tale funzione risolva I’equazione data si trova che

yp(t) = e (it - l) cost + (itf £)sent .
P 137 52 137 104

La soluzione del Problema di Cauchy infine sara data da

y(t) = e7t/? (512 cos (t?) + %gsen (t?)) +et <<%t - 512) cost + (%t - %)sent) .

Soluzione 2 Cerchiamo anzitutto i punti stazionari interni;
Vi(z,y,z)=(2x,-2,2z).

Siccome tale gradiente non sia annulla mai, non avremo punti stazionari interni e quindi massimo
e minimo vanno cercati sul bordo di E. Tale bordo ¢ costituito da due vertici, il punto (0,0, —1)
e il punto (0,0, 0), la superficie laterale del cono

Y = {4(2? + ) = (z+ 1)} 2> —1},
la superficie

So={z=v22+2,0<2?+y* <1}
e la curva

Ss={4®+y) =(+1%z2>-1z2= Va2 +y2={z=1,2+4> = 1}.
331 puo essere visto come il grafico della funzione
1+ 2¢/22 + 42

con 0 < 22 + y? < 1; possiamo quindi considerare la funzione

g1(z,y) = flz,y,—1+2va? +y% = 32" +2y° — 2y —4/a? + 2 + 1.

Tale funzione ha come unico punto critico il punto (0, —1/2) che quindi diventa candidato massimo
0 minimo.
¥, ¢ il grafico della funzione z = /22 + 32 con 0 < 22 + 32 < 1; possiamo quindi considerare

la funzione
g2(z,y) = fz,y, Va2 +y?) = 2 + Va2 +y2 — 2.

Tale funzione non ha punti critici.
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Resta infine da considerare Y3; tale insieme & una circonferenza di raggio 1 nel piano z = 1 che
puo quindi essere parametrizzata da

r(t) = (cost,sent, 1), t € [0,27].
Possiamo quindi considerare la funzione di 1 variabile
g3(t) = f(r(t)) = cos®t + 1 — 2sent;

tale funzione ha due punti critici per t = 7/2 e t = 37/2.
In definitiva per confronto tra i valori si trova che

m}gxf =3, assunto in (0,—1,1),

mentre
mEinf = -1, assunto in (0,1, 1).

Soluzione 3 Passando alle coordinate cilindriche si nota che I'insieme diventa

E'={(,9,t): 0<1,20-1<t</g}.

Otteniamo quindi che

1 NG 7
Vol(E) :/ dzrdydz :/ ododVdt = 27r/ dQ/ odt = —.
E Jol 0 20—1 15

Soluzione 4 Tenendo conto che

Fe) = o = 1o~ U

integrando per serie si ottiene che
N ke o~ CDF i e DM
=f(0 —1)"t"dt = -— = —z".
f@) =0+ [ Sonttan = 30 et = S
k=0 k=0 k=1
I passaggi precedenti sono motivati quando c’e’ convergenza uniforme; la serie
oo
D> (=1t
k=0

converge puntualmente per |z| < 1, totalmente e uniformemente per |z| < r < 1.
L’indentita

In(1+4x) = i %zk
k=1

vale quindi sicuramente per |z| < 1. Si nota pero poi che la serie
o0 k—
S
k
k=1

converge puntualmente per x € (—1, 1], uniformemente in [—r,1] con 0 < r < 1. Quindi le due
funzioni

_ _ o~ (DR
@ =m4a), g =Y T

k=1
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sono continue in (—1,1]. Essendo esse coincidenti in (—1,1), si deve necessariamente avere che
f(1) = g(1), da cui l'identita

® o avk—1
1112:27( 1k): .

k=1
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 21 dicembre 2017

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y"(t) + 2seny(t)(cosy(t))* =0

Della soluzione trovata determinare il dominio e tracciarne il grafico.
Esercizio 2 [6 punti] Dire se per la funzione f : R?® — R?
f(.ﬁl],y,Z) = <x2 +y2 - 227'ry+yz - ZL’Z)

si applica il Teorema della funzione implicita nel punto (1, —1,1) € E(; _3y(f). Dire
in particolare se localmente attorno a tale punto si puo scrivere (y, z) = (g(x), h(x));
determinare quindi i polinomi di Taylor del secondo ordine centrati in zy = 1 delle
funzioni g e h e calcolare la curvatura di E; —s)(f) in (1, -1, 1).

Esercizio 3 [6 punti] Calcolare la circuitazione del campo

F(z,y,2) = (1,0,9)
lungo la curva {(x,y,2) € R®: 2?2 +¢y* = 1,2 = x + 3sen (2* — y?)}.
Esercizio 4 [7 punti| Calcolare, motivando la risposta, il seguente limite:

3/2
lim (z — 2*)"dx.
n—-+0o —1/2

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del
Problema di Cauchy esposto nell’Esercizio 1.



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione del secondo ordine autonoma; si pone quindi
y'(t) = v(y) con la condizione iniziale v(y(1)) = v(0) = ¢/(1) = 1. Si arriva quindi al Problema di
Cauchy

v(y)v'(y) = —2seny(cosy)?

v(0) =1,
la cui soluzione ¢ data da

v(y) = (cosy)®.
Si tratta ora di risolvere il seguente Problema di Cauchy

y'(t) = (cosy(t))?

la soluzione di tale problema ¢ data da
y(t) = arctan(t — 1),
che e definita per ogni t € R.

Soluzione 2 Si nota immediatamente che f(1,—1,1) = (1, —3). La matrice Jacobiana & data da

2z 2y —2z >

Df(:c,y,Z)(y_z vtz y—u

che in (1 —1,1) diventa
2 -2 =2

Df(1,-1,1) = ( Sy >

-2 =2
det( 9 _2)8

si puo dedurre che localmente attorno a (1, —1,1) I'insieme E(; _3)(f) ¢ localmente una curva ed
in particolare si puo scrivere (y, z) = (g(z), h(z)) in modo da parametrizzare mediante una curva

r:(l—e1+¢)— R3
r(z) = (z,9(x), h(z)).

Si ha che g(1) = —1 e k(1) = 1. Per le derivate, si tratta di derivare nelle equazioni

{ 22 +g(x)* — h(z)? =1
xzg(x) + g(x)h(z) — xh(x) = 3.

Si arriva quindi agli sviluppi di Taylor

Siccome

(z—1)?

L ol —17)

gay=—1+(z-1)+

3(x —1)?

h(z) =1+ 1

+o((z — 1)2).
Per la curvatura usiamo la formula

) <)
)= R

con r(z) = (z,g(x), h(x)). Sitrova quindi che



Soluzione 3 Per la determinazione della circuitazione conviene usare il Teorema del rotore; si

nota che
rotF(z,y,z) = (1,0,0)

mentre la curva data ¢ il bordo ad esempio della superficie
S ={(z,y,2) eR®: 2® + 9> <1,z =+ 3sen (2 — y*)}.

Troviamo quindi che

%F -dr = / rotF - isd¥ = f/ (1 + 6z cos(x? — y?))drdy = —.
T b {22 +y2<1}

Soluzione 4 Si nota che per = € [—1/2,3/2] si ha che |z — 22| < 3/4. Quindi
3 n
< —
= (3)

lim sup | fu(x)] =0,

NHO0 pe[—1/2,3/2]

da cui
cioe la successione di funzioni converge uniformemente a 0 nell’intervallo considerato. In definitiva

n—-+o0o

3/2
lim / fn(z)dz = 0.
—1/s
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 18 gennaio 2018

Esercizio 1 [6 punti] Determinare tutte le soluzione dell’equazione differenziale

1

v+l = —.

Esercizio 2 [6 punti] Dire se le curve r : [-1,1] — R?, 7 : [-1,1] — R?

1—t 2
rW=\1Tp 15

7(s) = (m, s)

sono tra loro equivalenti; si dica in particolare se le due curve hanno la stessa
orientazione e si determino spazi e rette tangenti e normali nel punto (1/2,/3/2).

Esercizio 3 [6 punti| Trovare e classificare i punti stazionari della funzione
F(2,y,2) = (327 + 22y + y? + 27 — 32)e™

si scrivano quindi i polinomi di Taylor di secondo grado della funzione centrati nei
suoi punti stazionari.

Esercizio 4 [7 punti| Calcolare il seguente integrale doppio;

dxdy,

/ 1
E1—1a2—y?
con E = {(z,y) : 2® +y*> > 1/4, (x — 1/2)? + y* < 1/4}.

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini e classifichi i punti
stazionari del problema dell’Esercizio 3.



Soluzione 1 L’equazione data e lineare del secondo ordine non omogenea. La soluzione generale
dell’equazione omogenea associata ¢ data da

yo(t) = c1 cost + casen t,

mentre per la soluzione particolare applichiamo il metodo della variazione delle costanti. Arriviamo

al sistema
ci(t)cost + ch(t)sen t =0
—c|(t)sen t + ch(t) cost = —1—

cost’

Tale sistema ha soluzioni
ci(t) = —tant
cy(t) =1,

da cui si ricava che la soluzione generale dell’equazione data &

y(t) = c1cost + casen ¢+ tcost + sen tln|cost|.

Soluzione 2 Le curve sono equivalenti se esiste ad esempio « : [—1,1] — [—1, 1] tale che

r(t) = #(a(t)),

(157 o) = WVI—a@R.a()

Tale funzione se esiste deve essere data da

cioe tale che

2t
t) = ——=;
alt) =
con questa scelta si verifica subito che
1—¢2
1-a(t)?=——.
a®) 142

Quindi la funzione « ha la proprieta che
r(t) = 7(aft)).
La funzione « cosi definita & di classe C! e

Oél(t) — 2(1 —t )

avep

set € (0,1). Quindi « preserva l'orientazione. Per quanto riguarda la seconda parte dell’esercizio,
si ha ad esempio che 7#(s) = (1/2,v/3/2) per s = v/3/2. Dato che

7(V3/2) = (—V3,1),

troviamo che lo spazio tangente ¢ dato da

>0

<(_\/§’ 1));

lo spazio normale da

((1,V3)),
mentre la retta tangente ¢ parametrizzata da
(1/2,v3/2) + 1(-V3,1)
e la retta ortogonale da

(1/2,V3/2) + t(—V/3,1).
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Soluzione 3 1l gradiente della funzione ¢ dato da
Vf(x,y,2) = e *(6x + 2y, 2z + 2y, —3z% — 22y — y* — 22% 4+ 72 — 3)

che si annulla nei punti (0,0,1/2) e (0,0, 3) che sono quindi gli unici due punti stazionari di f. La
matrice Hessiana di f & data da
6 2 —6x — 2y
Hf(x,y,z)=e"* 2 2 —2z — 2y
—6x —2y —2x—2y 32%+22y+y?+222-112+10

Nei due punti stazionari si ottiene quindi che

6 2 0
A=Hf(0,0,1/2)=e" 2 2 2 0
005
e
6 2 0
B=Hf(0,0,3)=e3| 2 2 0 |;
0 0 =5

la matrice A e definita positiva in quanto i determinanti dei minori principali sono dati da
6e />0, 8e7M2>0, 40e7/2>0;

il punto (0,0,1/2) & quindi un punto di minimo locale stretto. La matrice B & invece indefinita in
quanto i determinanti dei minori principali sono dati da

6e 23>0, 8 23>0, —40e 3 <0;

il punto (0,0,3) & quindi un punto di sella. Per quanto riguarda i polinomi di Taylor, dato che
siamo in presenza di punti stazionari e quindi il gradiente & nullo, sono dati da

1
2
Tf(,()O,O,l/Q)(xvya Z) :f(oa 07 1/2> =+ in(Oa 07 1/2)($,y, 2 1/2) ! (ZL', Y,z — 1/2>
e—1/2
== (=14 62” +2y° + day + 5(z — 1/2)?),

1
2
T},()O,O,B)(:E’yaz) :f(0,0,3) + §Hf(0,0,3)(x,y,z - 3) ’ (ZC,y,Z - 3)
5
=3 (9 + 322 + y? + 22y — 5(2 - 3)2) .

Soluzione 4 Per il calcolo dell’integrale passiamo alle coordinate polari; I'insieme in coordinate
polari & determinato dalle condizioni

E=1{(0,9): = <0< cost}

|~

Deve quindi anche valere la condizione 1/2 < cosd, e quindi ¢ € [-7/3,7/3]. Otteniamo quindi
che

1 /3 cos ¥ 0
7d:cdy:/ dﬂ/ —dp
/E\/1$2y2 —n/3 12 /1—0?
V3
=r———1.
3
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 23 febbraio 2018

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy;

i = Yt y(®)
y'(t) = —~ + tan —~

y(1) =
Esercizio 2 [6 punti] Dire se il campo

2
L4 a2 +y?+ 22

F(z,y,2) = (23: cos(z® + y?), 2y cos(z® + y?), Qze*%) + (x,y,2)

e conservativo o meno. Determinare in caso un potenziale e calcolare 'integrale

[rear

r(t) = (te"" +4In(1 + ¢*(e — 1),sen (7 In(1 + ¢*(e — 1)), 1 + cos(xt)) .

con r: [0,1] — R? data da

Esercizio 3 [6 punti] Calcolare il volume dell’insieme

2
2
E = (x,y,z)ERg:(\/x2+y2—2> dlee L) <1
/$2+y2

Esercizio 4 [7 punti] Studiare le varie convergenze della serie

oo
2 :L,—lnk.

k=1

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che disegni nello spazio la super-
ficie ¥ = OF, con F l'insieme dato nell’Esercizio 3; si completi ’esercizio calcolando
I’area di ¥ e il volume di F.



Soluzione 1 L’equazione ¢ di tipo omogeneo e si pone z(t) = y¥()/¢ per arrivare al problema di

Cauchy
{ Z/(t) = }tan z(t)
z(1) = .

Questa ¢ una equazione a variabili separabili e la funzione z(t) = 7 & soluzione stazionaria. La
soluzione del problema iniziale & quindi data da

y(t) = wt.
Soluzione 2 Il campo & conservativo in quanto F(x,y,z) = VU (x,y, z) con
U(z,y,z) =sen(z® + y°) + In(1 + 2* + 3> + 2°) — e” +e.

Quindi avremo che

/F L dF = U(r(1)) = U(r(0)) = U(5,0,0) — U(0,0,2) = sen (25) + In % bl o1,

T

Soluzione 3 Il volume di E ¢ dato da

2m 3
Vol(E) = / dxdydz = 2/ dﬂ/ V1 — (0 —2)20do = 4.
E 0 1

Soluzione 4 Riscrivendo il termine generale della serie si nota che

1
xflnk:kflnz: .
klnz

La serie converge quindi puntualmente per Inx > 1, cioe per > e. Dato che

1 1
sup —— = —,
z>e klnz k
la convergenza non sara totale in (e, 4+00), ma lo sard in [a, +00) per ogni a > e. La continuita di
1/g= implica che la convergenza non pud essere uniforme in (e, +00); avremo quindi convergenza
uniforme in [a, +00) per ogni a > e.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 23 marzo 2018

Esercizio 1 [6 punti| Si determini 'integrale generale dell’equazione differenziale
y"(t) + y(t) = 2sen (2t) cos(t).

Esercizio 2 [6 punti] Dire se e dove la funzione F': R?\ {x = 0} — R?

F(z,y) = (wy, %)

definisce un diffeomorfismo locale. Determinare quindi i sottoinsiemi A, B C R? per
cui F': A — B definisce diffeomorfismo globale, cioe un cambiamento di coordinate.

Esercizio 3 [6 punti] Si determini il volume del solido ottenuto ruotando attorno
all’asse y l'insieme

E={(z,y) eR*:1 <2 <20<y<e"}).

Esercizio 4 [7 punti] Studiare le varie convergenze della successione di funzioni

fu(z) = , z € 0,1).

Calcolare quindi

lim /O Y @de. /0 ' f (@)

n—-—+o0o n——+00
Esercizio 5 [5 punti]

Si scriva del codice Matlab che tracci i grafici dei primi dieci elementi della succes-
sione data nell’Esercizio 4 e ne calcoli gli integrali sugli intervalli [0,1/2] e [0, 1].



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione differenziale lineare del terzo ordine a coefficienti
costanti completa con termine forzante dato da

f(t) = 2sen (2t) cos(t).
Grazie al teorema sulla struttura delle soluzioni, si cerca prima la soluzione dell’equazione omogenea

y"' () +y(t) =0

e poi si cerca la soluzione particolare. Per quanto riguarda la soluzione dell’equazione omogenea,
siccome si cercano le soluzioni nella forma y(t) = e**, ci si riconduce al problema della ricerca degli
zeri del polinomio caratteristico

PN =N +1=A+DA\ - A+1).

Tali radici sono date da

1, V3
)\1 = —1,)\273 = §i27

et e'l? cos (t?) ,e”*sen <t§> ,

sono linearmente indipendenti e lo spazio vettoriale delle soluzioni dell’equazione omogenea di
un’equazione differenziale del terzo ordine ha dimensione 3, si trova che l'integrale generale dell’e-
quazione omogenea ¢ dato da

Yo(t) = cre™t + cpe'/? cos <t§> + cze?sen (t?) .

Per quanto riguarda la soluzione particolare, siccome

Dato che le funzioni

f(t) = 2sen (2t) cos(t) = sen (3t) + sen (t) = f1(t) + f2(t).

Iniziamo con fi(t) = sen (3t); la soluzione, dato che A = 3i non & radice del polinomio caratteristico,
va cercata nella forma
y1(t) = acos(3t) + bsen (3t);

imponendo l'identita
yi'(t) + y1(t) = sen (3t)

si deduce che a = 27/728 e b = 1/728. Per quanto riguarda il termine forzante fa(t) = sen (),
dato che ancora A\ = i non ¢ radice del polinomio caratteristico, la soluzione particolare va cercata
nella forma

y2(t) = acos(t) + bsen (¢);

imponendo che tale funzione sia soluzione dell’equazione differenziale, si trova che a = b =1/2. In
definitiva, l'integrale generale dell’equazione di partenza ¢ dato da

3 3 27 1 1 1
y(t) = cre T 4coe’? cos (t%) +cge”sen (t%) '+ﬁ8 cos(3t)+ﬁ85en (3t)+§ cos(t)+§sen (t).
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Soluzione 2 Per vedere se F' definisce un diffeomorfismo locale basta vedere se e dove F ¢ di
classe C! e detDF (z,y) # 0. F ¢ definito e di classe C! se z # 0. Inoltre

T

dato che detDF(z,y) = %y, ricaviamo che F' & un diffeomorfismo locale per z,y # 0. Per vedere
per quali A, B, F': A — B ¢ un diffeomorfismo globale e quindi un cambio di variabili, dobbiamo
determinare A e B in modo tale che per (z,y) € A e (u,v) € B Pequazione (il sistema)

(u,v) = F(z,y)
ammette unica soluzione (cioe¢ in modo tale che F sia iniettiva e suriettiva da A a B). Vediamo

quindi di risolvere il sistema
u=2xy
v=4¥,

x

Dato che z,y # 0 si nota subito che si deve avere u,v # 0. Ricavando dalla seconda equazione
Yy = uv, la prima diventa
% = u;

si nota quindi che u e v devono avere lo stesso segno e quindi B deve essere contenuto nel primo e
terzo quadrante di R?. Ricavando x si ottiene

xZi\/E;
v

per togliere 'ambiguita sul segno di = ed avere quindi iniettivita di F' bisogna decidere il segno di
x; A quindi deve essere scelto o con & > 0 o con x < 0. Per quanto riguarda y avremo poi che

y:l:v\/g.
v

F:{(z,y) : 2 >0} = {(u,v) : uv > 0}

G(u,v) = F~(u,v) = (\/gv\/g) :

F:{(z,y) : 2 <0} = {(u,v) : uv > 0}

G(u,v) = F~Y(u,v) = (—\/g —U\/g) .

Soluzione 3 Per il volume cercato possiamo usare la formula

In definitiva avremo che ad esempio

¢ un diffemorfismo con

cosl come anche

¢ un diffemorfismo con

2 2
27r/ xf(x)dex = 27r/ re*dr = 2me.
1 1
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Soluzione 4 La successione converge puntualmente a 0; tale convergenza non ¢ uniforme in [0, 1)
in quanto

lim  sup [fu(e)| = +oo.
"_’+°°ze[0,1)

ma ¢ uniforme negli intervalli della forma [0, a] con 0 < a < 1; infatti

n

. . a
s 0= i =0
Da questo deduciamo immediatamente che
1/2
lim fu(x)dz = 0.
n—oo 0

Per il secondo integrale invece dobbiamo sfruttare il fatto che per x — 1 la funzione f,(x) ¢
asintoticamente equivalente a \/1177 e che questa funzione ¢ integrabile in 1. Quindi

1
lim / fun(x)dz = 0.
0

n—-+oo

224



CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 14 giugno 2018

Esercizio 1 [6 punti] Determinare tutte le soluzioni del seguente Problema di
Cauchy;

W (t) = 4H2u(t)V? + %u(t)
u(l) = 1.

Esercizio 2 [6 punti] Dire se nel punto (0,2,0) si puo applicare il Teorema della
funzione implicita per la funzione

f(z,y,2) = (vy + 2°, xlny — 3z cos x + ye);

scrivere quindi I'equazione della retta tangente e del piano normale ad Eyg2) in
(0,2,0).

Esercizio 3 [6 punti| Calcolare il seguente integrale triplo

dxdydz

y?
/;, /y2+22
con B ={(z,y,2) e R®: 2% +y*> + 22 < 2,y* + 2% < 2%, 2 > 0}.

Esercizio 4 [7 punti] Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successio-
ne di funzioni

1
fa(z) = arctan (x + —) , reR.
n

Esercizio 5 [5 punti] Scrivere del codice Matlab che determini la soluzione del
Problema di Cauchy dell’Esercizio 1 e tracci il grafico della soluzione trovata.



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione del primo ordine di tipo Bernoulli; ponendo
v(t) = u(t)"/? si trova il Problema di Cauchy

v (t) = %U(t) + 212

v(l) =1,
la cui soluzione & v(t) = 3. La soluzione del problema originale ¢ data quindi da u(t) = ¢°.

Soluzione 2 La matrice Jacobiana della funzione in (0,2,0) & data da

2 0 0
D020 =( 10y § 0 ):

tale matrice ha rango 2 e quindi il Teorema della funzione implicita si applica attorno al punto
(0,2,0) per poter dire che, localmente attorno al punto (0,2, 0), I'insieme di livello E ) (f) ¢ una
curva regolare.
Dato che
(2,0,0) x (In2,1,-1) = (0,2, 2),

si ricava che ’equazione parametrica della retta tangente ¢ data da

r(t) = (0,2,0) +£(0,2,2) = (0,2 + 2t,21),

z=0
y—z=2.

L’equazione del piano normale ¢ invece dato da

che in forma cartesiana diventa

y+z=2.
Soluzione 3 Utilizziamo le coordinate cilindriche
z=1t

, T = pcost, y = osen v

con0 <9 <21, 0<p<1ep<t</2— 0% Lintegrale diventa

27 1 V2—0? 2¢0n 299 1 2
/ dﬂ/ dg/ Q<ﬂ>dtﬂ'/(g2 2792793)d9:7r_7ﬁ'
0 0 0 0 0 8 4

Soluzione 4 Il limite puntuale della successione data & arctan(x), per ogni 2 € R; verifichiamo se
tale limite e anche uniforme;

lim sup
n—-+oo z€R

1
arctan [  + — | — arctan(z)
n

Un modo per effettuare tale studio ¢ notare che, siccome la derivata della funzione arcotangente
& sempre minore o uguale ad 1, allora tale funzione & Lipschitziana con costante di Lipschitz 1;
quindi

<

1
n

1
arctan [  + — | — arctan(z)
n
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da cui la convergenza uniforme su tutto R. In alternativa si puo definire
1
gn(x) = arctan [ x + — | — arctan(x), z eR;
n

si nota che per la monotonia della funzione arcotangente, le g,, sono positive,

lim g,(x)=0, lim g,(z)=0.

T—r—00 r—r+00

Inoltre

L1
R P AF S PR I

che si annulla per z = % dove la funzione vale

1 9 arct 1
n| — | =2arctan | — | .
g 2n arcta 2n

Siccome tale valore tende a 0 per n — 400, se ne deduce la convergenza uniforme su R.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 13 luglio 2018

Esercizio 1 Risolvere il seguente Problema di Cauchy:
y'(t) = 2¢'(t) + y(t) = te'

y(0) = y'(0) = 0.

Esercizio 2 Scrivere la formula di Taylor del secondo ordine centrata in (1,1)
associata alla funzione

2 _ 2
rm—Yy

r,Y) = ———F—.
Determinare e classificare quindi i punti stazionari di f.

Esercizio 3 Verificare la formula di Stokes con

F(xayaz) = (—937553, _23)

S={(z,y,2) ER*:x+y+z=12"+y* <1}

orientata in modo tale che il campo normale sia dato da vy, = %(1, 1,1).

Esercizio 4 Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione 2-periodica determi-

nata da f:[0,2] - R
f(z) =22 — 2%

Determinare quindi le somme delle serie numeriche
2w e
k=1 k=1

Esercizio 5 Scrivere del codice Matlab che determini la soluzione dell’Esercizio 2).




Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti.
Si determina quindi prima la soluzione dell’equazione omogenea associata determinando le radici
del polinomio caratteristico

pA) =2 -2 +1=(\-1)%

La soluzione generale dell’omogenea associata é data quindi da
yo(t) = e'(c1 + cat).

A questo punto possiamo procedere o con il metodo della variazione delle costanti, oppure usando
il metodo per somiglianza. Procediamo con questo secondo metodo; cerhiamo quindi la soluzione
particolare nella forma

yp(t) = e'(at® + bt?).

Imponendo che tale funzione sia soluzione dell’equazione differenziale data si trova che a = 1/6 e
b = 0. Imponendo infine le condizioni iniziali, si trova che la soluzione del problema di Cauchy é
data da
3,
t) = —e".
y(t) =+

Soluzione 2 Scriviamo gradiente ed Hessiana della funzione f:

4ry? + 22 4oy + 2y
Vf(l‘, y) = ) 2 20 (.2 2 2 )7
(@2 +y2+1) (@2 +y2+1)
—122%y% +4y* +6y° —62>4+2 8z y—8xzy®
_ (2+2+1)3 (2+2+1)3
Hf(z,y) = ( ;xsyyf8zy3 12x2y27z4x4y7612+6y272 )
(2 +y?+1)3 (2 +y*+1)3 :

Dato che f(1,1) =0, Vf(1,1) = (3,-2) e
iy = (T 9,
9

troviamo che

fley) = 2@ —1) = 2y = 1) = =z~ 1+ 2y~ D? + (e ~ Ly~ DI,

Infine, esiste un unico punto stazionario dato da (0, 0), in tale punto la matrice Hessiana é data da

m0.0=(5 %),

matrice indefinita, quindi il punto (0,0) é un punto di sella.
Soluzione 3 Da una parte abbiamo che
rot F(z,y,2) = (0,0, 3z* + 3y?),

e quindi
3
/rotF cvsdY = / 3(x? + y?)dxdy = 3T

{z2+y2<1}

D’altra parte il bordo di 97X é parametrizzato da r : [0, 27] — R3

r(t) = (cost,sent,1 — cost — sent);
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troviamo quindi che

/a+gF -dr

2m
3
:/ (—sin®t,cos®t, (1 — cost —sint)?) - (—sint, cost,sint — cost)dt = 3T
0

Soluzione 4 Si nota che I'estensione 2—periodica della funzione data é pari; di conseguenza by, = 0
per ogni k > 1. Calcoliamo quindi

mentre per k > 1

2
ar = / (22 — x?) cos(kmx)dr =
0

Troviamo quindi lo sviluppo in Serie di Fourier

mentre
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 13 settembre 2018

Esercizio 1 [6 punti] Si risolva il seguente Problema di Cauchy;

Esercizio 2 [6 punti] Determinare massimo e minimo assoluto della funzione

f(z,y,2) =2* +y*

sull’insieme
E={(z,y,2) € R®: 2” +¢* + 2* < 16}.

Esercizio 3 [6 punti| Calcolare il seguente integrale di superficie
/(:1:2 —y’*+y+32%) dE
)

con %S = {(2,,2) € RS : a2 +y? + 22 = 12},

Esercizio 4 [7 punti] Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione 2r—perio-

dica definita in (—m, 7| da

f(x) = x(m — |z]);

studiare quindi le varie convergenze della serie e calcolare la somma della serie

numerica

(-
Z (2h+1)3

h=0

Esercizio 5 [5 punti] Si scriva del codice Matlab che determini la soluzione del
Problema di Cauchy dell’Esercizio 1; tracciare quindi il grafico della soluzione e della

sua derivata nell’intervallo [2,5/2].



Soluzione 1 L’equazione data ¢ del secondo ordine non lineare autonoma; tale equazione si risolve
ponendo y'(t) = v(y). Si arriva quindi alla soluzione

y(t) = —v5 =2t
Soluzione 2 Cerchiamo prima i punti stazionari interni;
Vf(x,y,2) = (42®,4y3,0)
che si annulla nei punti della forma (0,0, z) dove la funzione assume il valore
£(0,0,2) =0.
Per i punti di bordo, usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange
ot oyt — Na? + oyt + 2% - 16);

si tratta quindi di risolvere il sistema

423 —22x =0
43 — 4P =0
—2Xz=0

22 +y* + 2% = 16.

Tale sistema ha le seguenti soluzioni:

0,0,+4) con A=0
+£4,0,0) con \ = 32
0,+2,0) con A =1

V2, /31/2,0) con A =1
V2, —1/31/2,0) con A =1
0) con A =1

V2
V2,—3/31/2,0) con A= 1.

Dato che

f(0,0,+£4) =0, f(£4,0,0) =256, f(0,£2,0)= 16,
F(1/V2,3/31/2,0) = f(1/V2,-+/31/2,0) = f(~1/V2,/31/2,0) = f(~1/V2,-3/31/2,0) = %
possiamo concludere che

mgxf = 256 assunto nei due punti (4,0,0), (—4,0,0),

mentre
mbinf =0 assunto nei punti della forma (0,0, z) con |z| < 4.

Soluzione 3 Se parametrizziamo usando la parametrizzazione
(rcos ¥ sin p, rsin ¥ sin , r cos @), ¥ € [0, 27, ¢ € [0, 7],
troviamo che

/ (2% =y +y + 32%)d = 3 / cos? @ sin pdddp = 4mrt,
P [0,27] x[0,7]
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Soluzione 4 La funzione data e dispari e la sua estensione 2r—periodica e continua, mentre la deri-
vata prima e continua a tratti; possiamo quindi dire che la serie di Fourier converge uniformemente
su tutto R. La disparita di f implica che ax = 0 per ogni k > 0, mentre

4

by = — /Oﬂ(mfc — %) sin(ka)dr = fm((*l)k -1)=

0 se k =2h
T

m Sek/’:2h+1

Troviamo quindi che
[e ]

8 .

Ponendo x = /2, si arriva all’identita

& (71)h _ 3
hZ:O (2h+1)3 32
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Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 20 dicembre 2018

Esercizio 1 [6 punti]| Si determini l'integrale generale dell’equazione;

y'(t) + /() = 2y(t) = €

tra le soluzioni trovate determinare quella per cui y(0) =0 e

/0 (bt = 0.

Esercizio 2 [6 punti]| Dire se sull’insieme
E={(z,y,2) €eR®: 322 + 49 + 522 =12,z = 2® +9* — 1}

si puo applicare il Teorema della funzione implicita; in particolare dire se il teorema
si applica in (1,1,1) ed in tal punto determinare tangente ed ortogonale.

Esercizio 3 [6 punti] Determinare massimo e minimo assoluto della funzione

fla.y) =2 — 3ay*
sull’insieme E = {(z,y) € R*: 22 +y? < 1}.

Esercizio 4 [6 punti] Dato il campo F(z,y, z) = (z,0,0), determinare il flusso di
F e di rotF" attraverso la superficie

Y={(r,y,2) eR*:2® +y* +2* =4,0< x < 1}.

Esercizio 5 [6 punti] Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione 2r—perio-
dica definita in (—m, 71| da
0 sexe(—m0
@) =93 7z
— sex € [0,7].
2
Determinare quindi le somme delle serie numeriche

> 1
Z (2k+1)%

k=0



Soluzione 1 L’equazione ¢ del secondo ordine lineare a coefficienti costanti completa. Per la
soluzione dell’omogenea associata cerchiamo le radici del polinomio caratteristico

P =X +A1-2=0

che sono data da \; = 1, Ay = —2. La soluzione generale dell’omogenea associata ¢ quindi data da
yo(t) = cre’ + coe™ 2t

Per la soluzione particolare, usiamo il metodo per somiglianza e la cerchiamo nella forma

yp(t) = ate;

imponendo che tale funzione risolva ’equazione differenziale troviamo a = 1/3. La soluzione
generale del nostro problema e quindi data da

t
y(t) = cre’ + coe” % 4 get.
Se imponiamo che y(0) = 0 troviamo ¢a = —¢y, e quindi

t
y(t) = cre’ —cre ™ + get.

e quindi la soluzione del

5. . . . 2e2
Infine, ponendo che l'integrale sia nullo troviamo che ¢; = 575,

nostro problema diventa
2e!t? 2?2 t

Zt
9¢2 —3 668 310665 _0c2 3%

y(t) =
Soluzione 2 Stiamo considerando 'insieme di livello (12, 1) della funzione
flzy,2) = (32 + 4° + 52°,2° +y° — 2);

per vedere se sono soddisfatte le condizioni del Teorema della funzione implicita bisogna vedere
quando la matrice Jacobiana di f ha rango 2. Abbiamo che

6x 8y 10z

Il prodotto vettoriale tra le due righe di tale matrice ¢ dato da
(—8y — 20yz, 20zz + 6x, —4zy).

I punti in cui non si applica il Teorema della funzione implicita sono i punti per cui tale prodotto
vettoriale e nullo, cioe

—4y(2+52) =0
2x(102+3) =0
—4zy = 0.

I punti che soddifano tali condizioni sono dati della forma (0,0, z), (0,y, —2/5) oppure (z,0,—3/10).
Si nota pero che
£(0,0,2) = (522, —2) # (12,1), Vz € R,

mentre

2 4 2
f (07y55> = (4y2+ gay2+g) 7& (1251)7 VyERv
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ed infine

3 , 9 . 3
—— | = — — 12,1 R.
f(ac,(), 10) (330 +20,x + 10) #(12,1), Vo €

Quindi il Teorema si applica in tutti i punti dellinsieme E(121)(f), ed in particolare in (1,1,1). In
tal punto il vettore
(—28,26, —4)

e tangente e quindi la retta tangente e parametrizzata da
(1,1,1) + ¢(—28,26,—4),
mentre per il piano ortogonale usiamo la formula
(—28,26,—4)(x — 1,y — 1,2 — 1) = 0.
Soluzione 3 Per i punti interni cerchiamo i punti stazionari liberi ponendo
Vf(z,y) = (32* = 3y*, ~6ay) =0,

che ha come unica soluzione il punto (0,0) dove f(0,0) vale 0. Per i punti della frontiera, possia-
mo parametrizzare il vincolo mediante r(t) = (cost,sint). Otteniamo quindi la funzione di una
variabile

g(t) = cos®t — 3costsin?t;

si ottiene che
g'(t) = 3sint(1 — 4cos?t).

Tale derivata si annulla quindi per sint = 0, cioe per t = 0 e t = , e per cos®>t = 1/4, e quindi nei
quattro punti t = 7/3, t = 27/3,t = 4w/3 e t = 57 /3. Abbiamo quindi 6 punti stazionari vincolati
che sono (1,0), (1/2,v/3/2), (=1/2,4/3/2), (—=1,0), (—=1/2,—/3/2) e (1/2,—+/3/2). Per confronto
nei valori si trova che

m%xf =1, assunto in (1,0)

mentre
mbinf = -1, assunto in (—1,0).

Soluzione 4 Notiamo anzitutto che rotF(z,y,z) = 0 e quindi
O(rotF,X) =0.

Per quanto riguarda il flusso di F' dobbiamo invece usare la definizione perche la superficie non
e bordo di un insiemi e quindi il Teorema della divergenza non si puo usare. Parametrizziamo la
superficie usando le coordinate sferiche con asse lungo 1’asse x

r(t,s) = (2coss,2costsin s, 2sintsin s).

La condizione 0 < z < 1 diventa quindi una condizione su s del tipo s € [7/3,7/2]. 1l flusso di F
diventa quindi

@(F,z):/F-uEdz
3

/2 27
:/ ds/ (2coss,0,0) - (cos s, costsin s, sint sin s)4 sin sdt
w/3 0

14
=—T.

3
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Soluzione 5 La funzione data e continua a tratti e regolare a tratti. La serie di Fourier quindi
converge puntualmente ovunque alla regolarizzata di f che differisce da f solo nei punti della forma
w+2km, k € Z; la convergenza & uniforme negli intervalli [a, b] che non contengono in punti 7+ 2k,
k € Z. 1 coefficienti di Fourier della funzione sono

1 [T nx 2
ap = — —dx = —
0

T 2 4’
mentre
1 (™ rx 1 0 se k= 2h
ap = —/ — cos(kx)dx = —2((—1)k —1)=
mJo 2 2k 7(2}1-1}-1)2 se k=2h+1
b, = 1 /F Esin(k:gc)dgc = —ﬂ
R - ok
In definitiva la serie di Fourier & data da
7_(_2 oo 1 T oo (_1)k )
flz) = e z_: [ cos((2k + 1)x) — 5 Z - sin(kx).

k=0 k=1
Valutando la precedente espressione in x = 0 si ottiene che
2

2 = —.
£ (2k+1)° 8
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 17 gennaio 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y(0) =1,5(0) = 2.
Della soluzione trovata determinare il dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti| Studiare la regolarita della curva r : (0,7) — R?
t
r(t) = (sent,cost + In tan 5) :

Si consideri quindi la restrizione r : [7/2, ) — R?; si calcoli il parametro d’arco e si
riparametrizzi la curva in lunghezza d’arco.

Esercizio 3 [6 punti] Determinare e classificare i punti stazionari della funzione

x2+1/2

f('ra y) - SL’yei 2
Esercizio 4 [6 punti] Dire se I'insieme
E={(z,y,2) €R®:0< 2(1+ 22 +1)° < 2y}

e misurabile o meno; dire inoltre per quali valori del parametro o € R l'insieme F
ha misura finita.
N.B. NON VIENE RICHIESTO IL VALORE ESPLICITO DELLA MISURA DI F.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della successione di funzioni
fn:R—=R
n2 — 12)2
flz) = <2 2 2) :
(n? —2%)2 41

Calcolare quindi, motivando i passaggi,
1

lim fo(z)dx.
0

n—oo



Soluzione 1 L’equazione data ¢ del secondo ordine riconducibile a due del primo ordine pomendo
v(t) = y'(t). Si ottiene per v il Problema di Cauchy

V' (t) = tu(t)?

v(0) =2
Tale problema ha come soluzione
2
u(t) = e
Si tratta quindi ora di integrare
(1) ==
A —
con y(0) = 1. Si arriva in definitiva alla soluzione
1+t
t)y=1+In—
y(t) =1+In—

La soluzione trovata & definita per ¢t € (—1,1)

Soluzione 2 La funzione data ¢ continua quindi stiamo sicuramente considerando una curva. Per
la regolarita si nota che

la curva & quindi di classe C! per t # /2 e quindi & regolare a tratti. In [7/2,7) a curva & regolare
e quindi il parametro d’arco si calcola mediante 'integrale

(1) /t| (r)ld /t| 1+ 22 dr = —nsent
S = T\T T = COST T = —Insent.
z z sen 21

Per riparametrizzare in lunghezza d’arco basta ricavare ¢ in funzione di s; tenendo presente che la
funzione arcoseno & l'inversa della funzione seno ma solo sull’intervallo (—/2,7/2), scrivamo

—S
)

sent =sen(m —t) =e
da cui
t=m —arcsine?

e sostituire trovando quindi che la riparametrizzazione in lunghezza d’arco ¢ data da 7 : [0, 400) —
RQ

1
7(s) = <eS, ~VI=e 42 (2625 14 2e%/1— e2s)> .

Soluzione 3 I punti stazionari sono le soluzioni del sistema V f(z,y) = 0 che ¢ dato da

2 2

zf+y
e~ 7 (y—a’y)=0

2

322
e~ (x — zy?) = 0.

Tale sistema ha cinque soluzioni che sono date da (0,0), (1,1), (1,-1), (=1,1) e (—1,—1). Per
classificarli calcoliamo la matrice Hessiana che ¢ data da

e —3zy + 2%y 1— a2 —y? + 22y?
Hf(z,y)=e" 2

1—22 —y? + 2292 —3xy + xy?
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Nei punti stazionari tale matrice diventa

m=nfo0= (Y o). a—man-aen-n=3( 25,

172 0
Ag—Hf(l,—l)—Hf(_l,l)—g<0 2>a
Dato che detA; < 0, necessariamente A; ha autovalori non nulli di segno discorde, quindi A; &
indefinita e (0,0) & quindi un punto di sella. La matrice Ay & chiaramente definita negativa e quindi

(1,1) e (—1,—1) sono punti di massimo locale stretto, mentre As & chiaramente definita positiva e
quindi (1,—1) e (—=1,1) sono punti di minimo locale stretto.

Soluzione 4 Per vedere la misurabilita di F, dato che siamo in presenza di un insieme illimitato,
possiamo considerare gli insiemi

Eh = {(x,y,z) ERB : 1‘2+y2 < hQ,Z'y > 0,0SZ < ﬁ}
=Ty
Tali insiemi sono chiaramente misurabili in quanto semplici e
E = U En;
heN
quindi £ & misurabile. La sua misura sara quindi data da
. . Yy
E|l= lim |Fp| = lim ———dzdy,
] h—>+oo| a h—+oo Jp, (1 + 22 +y?) 4

dove abbiamo posto
Dy = {(z,y) € R? : 2 + ¢y < h? zy > 0}.

Per determinazione del volume degli insiemi E} possiamo passare alle coordinate polari e trovare

che
h 93
|Ep| = 2 / ————dp.
o (I+e%)
La funzione integranda nell’ultimo integrale ¢ limitata per p limitato mentre per o — 400 &
asintoticamente equivalente alla funzione ¢>~2%. Tale funzione & integrabile quindi se e solo se

3 —2a < 1, cioe se o« > 2. Nel caso si volesse per a > 2 determinare in modo esplicito il volume
di E calcoliamo per parti il seguente integrale

P _ 1 h? B 1
2/0 (1+0%)~ do= I-—a2-a)  (-a)+m)r T (1-a)2-a)l+hrRe
Quindi .

El= 1 Eyl=———F+—.
Bl =t 1B = ==

Soluzione 5 Per il limite puntuale si nota che per ogni x € R
2 22

n° —x
lim ( )

————— = 1.
n—+oo (n?2 —xz2)2 +1
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Per lo studio della convergenza uniforme dobbiamo calcolare

1
1' _— 1 = 1. _— .,
Jim ilelE'f”(x) = lim WD P — 22 1 1

Studiamo quindi il grafico della funzione pari

Siccome
lim g,(x) =0

T—00

e gn(z) <1 con g,(£n) =1, se ne deduce che

sup gn(z) =1 —= 0,
xER

e quindi non puo esserci convergenza uniforme su tutto R. Siccome il valor massimo di g,, viene
assunto nei punti +n, proviamo a studiare la convergenza uniforme negli intervalli [—a,a] con

a > 0. Per n > a si ha che )

el ) N |

z€[—a,a]

e questa quantita tende a 0 per n — +o00. Abbiamo quindi convergenza uniforme in ogni intervallo
[—a,a] con a > 0; siccome prendendo a > 1, [0,1] C [—a,a], per il teorema di passaggio al limite
sotto il segno di integrale troviamo che

1
lim / fo(x)dx = 1.
0

n—-+oo
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 14 febbraio 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y"(t) —8y"(t) + 16y'(t) = 1

Esercizio 2 [6 punti] Dire se sull’insieme
E={(z,y,2) eR*: 2> + 2> + 32 =lL,o0 +y +2=1}

si puo applicare il Teorema della funzione implicita; considerare in particolare il
punto (1,0,0) e calcolare retta tangente, piano ortogonale e curvatura.

Esercizio 3 [6 punti| Trovare e classificare i punti stazionari della funzione
fla,y) = zye™

Esercizio 4 [6 punti] Studiare la regolarita della superficie ¥ parametrizzata da
r:[0,1] x [0,27] — R3,

r(t,s) = (tcoss,tsens,e’);
calcolare quindi il flusso del campo
F(z,y,2) = (z,,0)
attraverso la superficie 3.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie

e n2n

2n+ (2n+1)!(2n)’

n=1



Soluzione 1 Per la soluzione dell’omogena associata si considera il polinomio caratteristico
p(A) = A% = 8\% + 16 = A\(\ — 4)?

le cui radici sono 0 e 4, quest’ultima con molteplicita 2. Per la soluzione particolare si cerca la
soluzione nella forma
yp(t) = at® + bt;

derivando e sostituendo nell’equazione si trova che a = b = 3% La soluzione generale dell’equazione
differenziale ¢ quindi data da

2t
t) = 4t t4st r .
y(t) = c1 + cae™ + cste +32+32

Imponendo le condizioni iniziali si trova che la soluzione ¢ data da

() 5 i 4t+1t4+t2+t
=— - —e¢ —te* + — 4+ —.
Y 256 256 64 32 32

Soluzione 2 Scriviamo la matrice Jacobiana della funzione f(z,y,2) = (22 +2y*+ 322, 2+ y+2)

20 4y 6
Df(:c,y,Z)(lz 1y 1Z>;

tale matrice ha rango minore di due solo se (2z,4y,6z) = A(1,1,1) per qualche A € R. Non si
applica quindi il Teorema della funzione implicita nei punti appartenenti alla retta

111

(xvyaz))\<55156>7 AeR.

Di tali punti quelli che appartengono ad E devono soddifare le equazioni

SROROR

242421
2+4+6 ’

siccome non esistono A € R che soddisfano il precedente sistema, se ne deduce che in tutti i punti
di E il Teorema della funzione implicita si applica.
In particolare, attorno a (1,0,0) E & una curva regolare. Siccome la matrice Jacobiana di f in

(1,0,0) ¢ data da
2 00
11 1)

sappiamo che lo spazio ortogonale & generato dai vettori (2,0,0) e (1,1, 1), mentre lo spazio tangente
da (2,0,0) x (1,1,1) = (0,—2,2). La retta tangente ¢ quindi parametrizzata da
T(t) = (15 Oa 0) + t(oa _25 2)3

mentre il piano ortogonale ¢ determinato dall’equazione

(0,-2,2) (z — 1,y,2) =0,
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cioe dall’equazione y — z = 0. Per la curvatura di E in (1,0,0) usiamo il fatto che, dato che ad
esempio il minore costruito selezionando le prime due colonne della matrice Jacobiana di f ha

determinante
2 0
det< 11 ) =2,

allora localmente attorno a (1,0,0) possiamo parametrizzare E con una curva r : (—¢,¢) — R3,

Per la curvatura usiamo poi la formula

~I"(0) x " (0) ]
O = oRr

Le derivate di r le ricaviamo dal sistema

g(t)?> +2h(t)2 +3t2 =1
{ gt) +h(t)+t=1.

Si trova che r(0) = (1,0,0), 7/(0) = (0, —1, 1) mentre "/ (0) = (—5,5,0), da cui il fatto che

Soluzione 3 Il gradiente della funzione ¢ dato da
Vi,y) =e"((x+ Dy, (y+ 1))

che si annulla in (0,0) e (=1, —1). La matrice Hessiana ¢ invece data da

_ oty (z+2) @+ +1) Y,

nei due punti stazionari otteniamo le due matrici

0 1 1/-1 0
1o0) e\ o -1)

La prima matrice ¢ indefinita in quanto il determinante € negativo, la seconda ¢é definita negativa
in quanto i due autovalori sono negativi. Quindi (0,0) & punto di sella e (—1,—1) & un punto di
massimo locale stretto.

Soluzione 4 La funzione r ¢ di classe C! e
re(t, 8) X r4(t,s) = (te ' coss, te ‘sens,t).

Dato che ||r:(t,s) x rs(t,s)|| = tv/1+ e~2t, ricaviamo a regolaritd purche ¢t # 0. Per il flusso si
tratta di calcolare

2T

/ F(tcoss,tsens,e ') - (te ' coss,te 'sens,t)dtds = ——(2e — 5).
[0,1]x[0,27]

e
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Soluzione 5 Possiamo applicare direttamente il criterio del rapporto alla nostra serie di funzioni
per ottenere che

(=1)nHlg2nt2 (20 4 1)!(2n)

I I 20
im = lim
n—otoo |(2n 4+ 3)!(2n+2)  (—1)7x?"

=0, VzeR
3o ‘ 2n+3)(2n+2)2| " ve

Troviamo quindi convergenza assoluta e puntuale per ogni z € R. Per studiare le altre convergenze
conviene ricondursi ad una serie di potenze in y = x>

N e VLA
nz::l (2n+1)!(2n)’

tale serie, per quanto visto sopra, ha raggio di convergenza ¢ = +o0o; la serie converge quindi
uniformemente e totalmente in ogni intervallo chiuso e limitato [—r, 7], r > 0.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 29 marzo 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:
y'(t) + 2efy(t) = €'

y(0) = 0.
Esercizio 2 [6 punti] Data la curva
r(t) = (sent cost,sen ¢, cost), t €0, 27},
determinare la terna di Frenet ad essa associata e la curvatura in ¢ = 7/4.

Esercizio 3 [6 punti| Trovare e classificare i punti stazionari della funzione

z,y, 2) =dxyz — bt — oyt — 24
f(z,y,2) Y y

Esercizio 4 [6 punti| Calcolare il seguente integrale doppio;

/ eva drdy
E
dove E é il triangolo nel piano di vertici (0,0), (1,0) e (0, 1).

Esercizio 5 [6 punti] Scrivere la serie di Taylor centrata in zy = 0 della funzione

1+z
fla)=Iny

di tale serie studiare le varie convergenze.
(SUGGERIMENTO: si sfrutti lo sviluppo di Taylor della funzione In(1 — x)).




Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione lineare del primo ordine; usiamo quindi la

formula risolutiva .
y(t) = AW (yo +/ eA(S)b(s)ds)
to

con

At) = / " a(s)ds.

to
Troviamo quindi che la soluzione é data da

y(t) = % (1 fexp<— Qet)) .

Soluzione 2 Se calcoliamo le derivate della curva e le valutiamo in ¢ = /4 troviamo che

(T V2 (T V2
(D=(0F) (D)=(0%)

Per la curvatura possiamo quindi usare la formula

4

I /ol 3V 37

k, (W) _ M) <"/l _ 2 /13

Il versore normale é dato invece da

"= (05-).

Per determinare la normale principale possiamo usare la decomposizione cinematica dell’accelera-

zione
V2 T T T T T 2 T
20 < (5) = ) 5) 5 ()5 o 3
(”2T4a474+4”4"4’
da cui ricaviamo che

ity (g) - —%(6,1,\@).

Per la binormale invece abbiamo che

b () =2 () i (3) = =Y 1,2 -2v)

4 4 4 13

Soluzione 3 Il gradiente della funzione é dato da
Vi(x,y,2) = (dyz — 4a®, 4oz — 49>, 4oy — 423).

La funzione ha cinque punti stazionari che sono dati da (0,0,0), (1,1,1), (1,—1, 1),
(-1,1,—-1) e (=1,—1,1). Siccome la matrice Hessiana di f é data da

—1222 4z 4y
Hf(x,y,z) = 4z —12y 4z
4y 4z —1222
Dobbiamo quindi classificare le matrici
0 0 O -12 4 4
Hf(0,0,0)=A;=( 0 0 0 |, Hf(1,1,1)= Ay = 4 =12 4 ,
0 0 O 4 4 —12
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-12 -4 -4

Hf(l.—1.-1)=As=| -4 -12 -4 |,
-4 -4 12
~12 4 -4
Hf(-1,-1,1)=A;=| 4 -12 -4 |,
—4 -4 —12
12 -4 4
Hf(-1,1,-1)=A; = | -4 -12 -4
4 -4 —12

Le matrici A, A3, A4 e As sono definite negative in quanto i determinanti dei minori principali
rispettano l'alternanza di segno. I punti (1,1,1), (1,—-1-1), (-1,—1,1) e (—1,1, —1) sono quindi
punti di massimo locale stretto. La matrice A; é invece la matrice nulla quindi il calcolo differenziale
non ci fornisce informazioni. Possiamo notare peré che
f(z,z,x) = 42 — 32*

e tale funzione é positiva per > 0 e negativa per z < 0. Anche (0, 0,0) é quindi un punto di sella.
Soluzione 4 Mediante il cambio di variabili

U=y—x

V=Y+T
e ponendo

possiamo scrivere che

—a 1 " 21
/ ef’?dxdy = —/ evdudv = ¢ .
B 2 /g de

Soluzione 5 Siccome

In(l—xz)=-— —
w1z =-3
k=1
possiamo ricavare che
1+z 1 > g2kl
In 1_$:§(ln(1+z) In(1 —z)) :Z

k=0

Tale serie converge puntualmente in (—1, 1), uniformemente e totalmente in [—a,a] per ogni 0 <
a<l1.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 3 giugno 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y(t)

yi) =32 -2

y(1) =4.
Esercizio 2 [6 punti] Dire se e in quali punti dell'insieme
E={(z,y,2) eER*: 2 + 22 =1,z = 2> + 29° — 2}

si applica il teorema della funzione implicita; si determini in caso una parametriz-
zazione di F e si calcoli piano ortogonale e retta tangente ad E in (0, V3/v2,1).

Esercizio 3 [6 punti| Trovare e classificare i punti stazionari della funzione

3x2 +y?+ 22 +4
f(xvyaz): .
Tr+y

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare il flusso del campo
F(z,y,2) = (vy, 22,y°)
uscente dalla superficie
Y= {(x,y,2) €R®: z =2 +¢* 2 +¢? < 4}
orientata in modo che la normale abbia la terza componente positiva.

Esercizio 5 [6 punti] Scrivere, studiandone le varie convergenze, la serie di Fourier
della funzione 27—periodica dispari definita in [0, 7] da

fx) = a(m — x);

calcolare quindi le somme delle serie numeriche

—~ (=DF 1
2 (2k +1)3’ kS



Soluzione 1 Effettuando la sostituzione v(t) = y(t)/t, si trova una equazione lineare del primo
ordine a variabili separabili la cui soluzione & data v(t) = 9/2¢* — 1/2. La soluzione del problema

originale ¢ quindi data da
9 t

)= — — .
y(t) 53 5

Soluzione 2 La matrice Jacobiana della funzione vettoriale
flx,y,2) = (&% + 2%, 0" + 2y — 2)

¢ data da
2r 0 2z )

Df(z,y,Z)(Qx 4y -1

Tale matrice ha rango 2 tranne che nei punti della forma (0,0, z), (0,y,0) e (z,0, —1/2); nessuno
di tali punti appartiene all’insieme E e quindi il teorema si applica intorno ad ogni punto di E che
quindi e localmente una curva attorno ad ogni suo punto.

FE puo essere parametrizzato dalle due curve

sint cos?t . sint cos?t .
ri(t) = | cost,\/ 1+ — — ,sint |, ro(t) = | cost,—4/1 + — — —— sint |,
2 2 2 2
t € [0,27]. Infine, i vettori
3
0,0,2) <0,4\£, 1)

sono ortogonali ad F in (0, %, 1). Quindi il piano ortogonale ¢ parametrizzato da

(0, \/g 1) +1(0,0,2) + <0,4\/§,1> .
(0,0,2) x (0,4\/? 1) - (8@,0,0) - 8\/3(1,0,0)

¢ invece tangente. La retta tangente ¢ quindi parametrizzata da

(0, \/§1> +¢(1,0,0).

Soluzione 3 La funzione data ha due punti stazionari in (1/v/3,v/3,0) e(—1/v/3,—/3,0). In
corrispondenza di tali punti le matrici Hessiane sono date da

3\/

Il vettore

0 0
HFVENEO = | o VAR
0 B
2
f¥ 00
Hf(-1/V3,-v3,00=| 0o ¥ o
0 I

Il primo punto e quindi un punto di minimo locale stretto, mentre il secondo € un punto di massimo
locale stretto.
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Soluzione 4 La superficie data ¢ il grafico della funzione
g(z,y) = 2* + %
una parametrizzazione di ¥ € quindi data da
r(u,v) = (u,v,u? +v?), (u,v) € By(0,0).

Il flusso & quindi dato da

(0,0)

O(F, %) :/B F(u,v,g(u,v)) - (=Vg(u,v),1)dudv

(uv, u® + uv?, v?) - (=2u, —2v, 1)dudv = 4.
B5(0,0)

Soluzione 5 Essendo la funzione dispari gli unici coefficienti sono dati da

0 se k pari

8
s se k dispari.
T

La funzione, estesa dispari e 2m—periodica, & continua, quindi la serie, data da
8 — 1 _
r) = — ];) e sin((2k + 1))

converge puntualmente e uniformemente su tutto R; tale convergenza ¢ in effetti totale. Valutando
la precedente espressione in x = /2 si trova che

S o~
k:O 2k + 1 32

Dalla formula di Parseval si ricava infine che

> 1 70
2w~ oa
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 20 giugno 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy

y'(t) = te™ (y(t) — 1)?

specificando su quale intervallo e definita la soluzione trovata.
Esercizio 2 [6 punti] Dire se la funzione r : [—1,1] — R?
r(t) = (B(1+1),°(1 — 1))

definisce una curva e se tale curva e regolare e chiusa. Si calcoli quindi la lunghezza
della curva.

Esercizio 3 [6 punti] Determinare, se esistono, massimo e minimo della funzione

flx,y) = eV
sull’insieme
E={(z,y) eR*:2* —y* =1}
Esercizio 4 [6 punti| Calcolare il seguente integrale triplo;

z

[yle”
B /72 +y?

con E = {(z,y,2) e R®: 2% +y? + 22 < R?}.

dxdydz,

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie

(ka)*
2T

k

oo
=0

(Suca: nella risoluzione dell’esercizio puo essere utile ricordare I’approssimazione

di Stirling k! ~ 27k (k/e)¥)



Soluzione 1 L’equazione ¢ a variabili separabili; la soluzione stazionaria y(t) = 1 non risolve
la condizione iniziale, quindi la soluzione va cercata fra le non stazionarie. Integrando troviamo
quindi che
2t +2+et
y(t) = 55—
2t4+2—e

Studiando la funzione

g(t) =2t +2 -,

ci si accorge che g(0) =1 > 0,
lim g(t) = —o0

[t|—o0

gt)y=2-¢

che si annulla esclusivamente per ¢ = In2. Quindi g ha due zeri, uno negativo t; < 0 ed uno
positivo t2 > 0. La soluzione & quindi definita, se consideriamo ¢ > 0, nell’intervallo [0,t5), che
puo essere estesa a (tl, ta).

Soluzione 2 La funzione r & sicuramente di classe C! e quindi stiamo sicuramente parametriz-
zando una curva; per studiare la regolarita scriviamo

[P (0] = [t[v/8 + 18£%;

la curva & quindi regolare per ¢t # 0; la curva & quindi regolare a tratti. La curva non & chiusa in
quanto r(—1) = (0, 2), mentre r(1) = (2,0)
Per calcolare la lunghezza calcoliamo

0, [~1,1)) = /_11 I () 1dt = 2/1 tv/8 1 18¢2dt — %(13\@ _3g).

0

Soluzione 3 L’insieme F & chiuso ma non limitato, quindi non necessariamente esistono massimi
e minimi. Si noti perd che su E, se |x| — 400, allora anche |y| — +oo e quindi

2 2
lim ze™® 7Y =0.
(z,y)eE
I(@,9) | =00

Se troviamo quindi punti stazionari vincolati in cui la funzione é strettamente positiva, quelli sono
candidati punti di massimo, mentre se la funzione e strettamente negativa siamo in presenza di
candidati minimi. Determiniamo quindi i punti stazionari vincolati mediante moltiplicatori di
Lagrange:

ze ™ Y Az? —y? —1).

Si trova che i punti stazionari vincolati sono (1,0) con A = 1/2e e (—1,0) con A = —1/2e. Per
confronto nei valori si trova che

1
=- to in (1,0
m}gxf = assunto in (1,0),
mentre 1
inf=-—- assunto in (—1,0).
mblnf = unto in (—1,0)
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Soluzione 4 La funzione e pari in y e il dominio ¢ simmetrico rispetto al cambio di variabile
y — —y. Possiamo quindi scrivere

lyle”z ye~ z

F={(z,y,2) € R®: 2?2 +9* + 2> < R* y > 0}.

Possiamo usare le coordinate cilindriche con le condizioni ¢ € [0, 7], ¢t € [-R, R] e ¢ € [0, V R? — ¢2].
Abbiamo quindi che

|y|€7z T R VvV R2—t2
drdydz = 2 / 49 / dt / osende~tdp = 8(Rcosh(R) - sinh(R)).
0 —R 0

Soluzione 5 Siamo in presenza di una serie di potenze con coefficienti

dxdydz = dxdydz

con

kk
C = F
Dato che
. Ck+1
lim =e,
k—+oo Ck

troviamo che il raggio di convergenza ¢ 1/e. Per = 1/e si trova la serie numerica
klek’
k=0

dato che dalla formula di Stirling si trova che

Kk 1
B
klek ok’
troviamo che tale serie non converge. Per z = —1/e troviamo la serie numerica

o0 k

S
klek’

k=0

per la convergenza dobbiamo applicare il criterio di Leibniz. La formula di Stirling ci dice che il
termine generale ¢ infinitesimo ma dobbiamo verificare la monotonia. La condizione di monotonia
€ equivalente a richiedere che
k
1
e>|14+—) ;

tale condizione e verificata per come ¢ definito il numero di Nepero e.

In definitiva, abbiamo convergenza puntuale in P = [f%, %), assolutain A = (f%, %), uniforme
in U = [—1/e,a) per ogni 0 < a < 1/e, totale e uniforme assoluta in T'= UA = [—a,a] per ogni

0<a<l1/e.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 15 luglio 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy

y'(t) = ?y_@iz
y(0) =3,

specificando su quale intervallo ¢ definita la soluzione trovata.
Esercizio 2 [6 punti] Dire se la funzione r : D — R?
r(t,s) = (t + 3s,t(t + 2s)),t + s)

con D = {(t,s) € R? : t* + s> < 4} definisce una superficie regolare. Determinare
quindi piano tangente e retta ortogonale alla superficie nel punto (4, 3, 2).

Esercizio 3 [6 punti| Determinare, se esistono, massimo e minimo della funzione
flz,y) =@ +y°) + 2 + 2

sull’insieme
E={(z,y) eR*:0<2”+9* <1}

Esercizio 4 [6 punti] Verificare la validita del Teorema della divergenza per il
campo F(z,y,2) = (22,4 2?) sull’insieme

E={(ry,2)eR:2>0,y>0,2>0,x+y+2<1}.
Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della successione di funzioni

1 2
— +n—nlr] se —1<nr<1

fn<x) =

x? se n|x| > 1.

Dire in particolare se vale I'identita

lim /01 fn(x)dxzfolf(x)dx.

n—-4o0o



Soluzione 1 L’equazione ¢ a variabili separabili ed integrando si arriva alla soluzione

tale soluzione ¢ definita in (—1,1 — 2/e'/3—1).s

Soluzione 2 La parametrizzazione & di classe C!; per vedere se ¢ regolare vediamo se la Jacobiana
ha rango due calcolando

ri(t,s) X re(t,s) = (1,2t + 2s,1) x (3,2t,1) = (2s,2, —4t — 6s).

Siccome tale vettore € non nullo, si deduce la regolartia della parametrizzazione. Tale parame-
trizzazione individua il punto (4,3,2) per (¢,s) = (1,1). Avremo quindi che il piano tangente &
parametrizzato da

(4,3,2) +t(1,4,1) + s(3,2,1),

mentre la retta ortogonale da
(4,3,2) +t(2,2,-10).

Soluzione 3 Il dominio su cui si richiede di cercare massimo e minimo non & compatto, quindi
Weierstrass non si applica. In effetti in quanto

lim = f(x,y) = —o0,
(z,y)—(0,0)
la funzione non ¢ inferiormente limitata e quindi il minimo non esiste; ha senso quindi cercare solo
il massimo di f.
Iniziamo col cercare i punti stazionari interni;

2x 2y
Vi(x,y) = <x2—|—y2 +1’$2+y2 +2> =0

in (—2/5,—4/5) dove la funzione vale In4/5 — 2.
Nei punti di bordo 22 + y? = 1 possiamo considerare la la funzione

g(t) = f(cost,sent) = cost + 2sent

la cui derivata si annulla nei punti per cui cos?t = 1/5. Troviamo quindi i due punti stazionari
vincolati (—1/v/5, —2/4/5) e (1/v/5,2/+/5). In tali punti la funzione assume rispettivamente i valori
—V/5 e /5. Quindi il massimo di f & /5 assunto in (1/\/5, 2/\/5_))

Soluzione 4 Dobbiamo verificare 'identita

/ divF(x,y, z)dzdydz :/ F-vgdX.
E OF

Iniziamo col primo integrale;

1 1—z l-z—y 1
/ divF(z,y, z)dxdydz :/ dw/ dy/ (2 + 2y + 2z)dz = -
E 0 0 0 4

Per l'integrale di bordo possiamo scrivere

6E221U22U23UZ4;
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dove
$>1={z=0,y>0,2>0,y+ 2z =1}, Yo={y=0,2>0,2>0,2+2=1},
Y35={2=0,z>0,y >0,z +y=1}, Yy ={x>0,y>0,2>0,z+y+2z=1}.

Per motivi di simmetria

Frsdy :/ Frsdy = FvsdX.
b3 s

P
Calcoliamo quindi il primo integrale, tenendo conto che la normale ¥ € il grafico della funzione
2 = 0 con normale esterna (—1,0,0);

/ FrsdY == / (0,42, 2%) - (—1,0,0)dydz = 0.
3y {0<y<1,0<2<1—y}

Resta quindi da calcolare 'integrale su ¥4 che ¢ il grafico della funzione z = 1 — 2 — y sul dominio
D={0<xz<1,0<y<1-2a}enormale esterna data da (1/v/3,1/v/3,1/v/3). Troviamo in
definitiva che

1
Fusds = [ (2,92, (-2 —)*) - (1,1, D)dedy = —.
34 {0<z<1,0<y<l—za} 4

Soluzione 5 Le f,, convergono puntualmente a z? in R \ {0} mentre per z =0

lim f,(0) = +4o0.

n—-+oo
Studiamo la convergenza uniforme in R\ {0} calcolando
2|'

L L

Dato che le funzioni sono pari e che f,(x) = 22 per |x| > 1/n, abbiamo che

1 1
Sup|fn(1')—1'2|: sSup ( 2 +nn2x> = —+mn,
z70 0<z<l/n \T n

da cui
lim sup |f(7) — 22| = +oo..

n—>+oo

Non abbiamo quindi convergenza umforme in R\ {0}, ma si ha convergenza in (—oo, —a]U [a, +00)
per ogni a > 0 perche su tale insieme f,(x) = 22 se n > 1/a.
Non possiamo quindi usare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale; in tal
caso con un calcolo diretto abbiamo che
1
/ w2de = 1
0 3

1 l/n 1 1
/ frn(x)dz = (—2 +n—n x) dx —|—/ rdx
0 1/n

L2
5

= lim /fn dx#/ def
n—-+oo
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 5 settembre 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y"(t) + 2y'(t) + 5y (t) = tsent

Esercizio 2 [6 punti] Determinare una parametrizzazione del cerchio osculatore
all’'insieme
E={(z,y) € R*: 2° + 3y* = 4}

nel punto (1, 1).
Esercizio 3 [6 punti| Trovare e classificare i punti stazionari della funzione
flz,y,2) =2 —y—2*+y® — 2y + 2%y — 22
Esercizio 4 [6 punti] Dire se I'insieme illimitato
E={(z,y,2) € R®: 2% 492 < 22e ¥}
¢ misurabile ed in caso determinarne il volume.
Esercizio 5 [6 punti] Siscriva la serie di Fourier associata alla funzione 4-periodica

pari definita in [0, 2] da
fl@)=(x-1)%

Determinare quindi le somme delle seguenti serie numeriche;

2 2 L

h=1 h=1




Soluzione 1 L’equazione data ¢ un’equazione del secondo ordine lineare completa a coefficienti
costanti; il polinomio caratteristico ¢ dato da

p(A) = A2 +2)\+5

le cui radici sono —1 + 2¢ e —1 — 24. La soluzione generale dell’equazione omogenea e quindi data
da
yo(t) = e *(cy cos(2t) + co sen (2t)).

La soluzione particolare va cercata nella forma
yp(t) = (at + b) sent + (ct + d) cost;

impnendo che tale funzioni soddisfi ’equazione data si trova che

(t) = t_oT sent + 1t cost
A T 50 10 '

La soluzione generale dell’equazione completa é quindi data da

t 7 1 t
=e! 2t) + 2t)+ | = — == + = —-== .
y(t) = e *(c1 cos(2t) + casen (2t)) (5 50) sent <50 10> cost

Determiniamo le costanti ¢; e co imponendo le condizioni iniziali e troviamo infine quindi che la
soluzione del Problema di Cauchy ¢ data da

1 1 t 1 t
y(t) =e* (2—0 sen (2t) — %0 cos(2t)) + (3 - %) sent + <% - E) cost.

Soluzione 2 L’insieme E un’ellisse di semiassi 2 e 2/ V3 e quindi pud essere parametrizzato
mediante

(t) (2 t 2 t> t € [0,2n]
r(t) = cost, —sent |, , 27 .
V3

Tale parametrizzazione passa per il punto (1,1) se t = w/3. Dato che

r'(t) == (—QSent icost) r’'(t) == (—2 cost —isent)
) \/g ) ) \/g

troviamo che
G- (L) (G- (E) -

™ _ I E) <" G 6 m 1 5v10
o (5) = "G 5V e (5)

3
Il cerchio osculatore € parametrizzato quindi da

er(t) =1 1) + o (5) e (5) +eoster (5) 7 (5) + senter (5) 7r (5)

1 5 ) 3 5 5
=|(—=—=cost— =sent,—= + = cost — —sent | .
6 2 6 2 6 2

mentre
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Soluzione 3 1l gradiente della funzione data e
Vi(x,y 2)=0-2z—y+2zy, —1+3y* —x+2% —22) = (1—y)(1—22), -1+ 3> —x+ 2%, —22).

ﬁ O)e(%a_\/g

Tale gradiente si annulla nei punti (%, WL 2 0). Le matrici Hessiane di f in tali punti

sono date da

L VB 24 0 0
Hf(iamvo): 0 \/ﬁ 0 )
0 0 -2
—2-¥5 o
1 V5 V3
Hf(§a_ﬁa0): 0 /15 0 ;
3 0 0 -2

%

la prima matrice & indefinita, mentre la seconda ¢ definita negativa. Quindi (

di sella, mentre (%, —%, 0) & un punto di massimo locale stretto.

%, 5 ,0) & un punto

S

Soluzione 4 Possiamo certamente scrivere
E=J B,
heN
dove
E) = {(z,y,z) ER®: —h<z<h,(z,y) cB 7ﬂ(0,0)}
ze 2
sono insiemi limitati misurabili in quanto stratificati in direzione z con strati misurabili. Quindi
E & misurabile e
h

|E|= lim |Ep|= lim | dedydz= lim ’B
h—+o00 h—+o00

(0,0 ’dz
En h—+4oco —h 7%‘-( )

ze

h
= lim 27r/ 2?2 *dz = lim 27 (7}1267}1 —2he™h — 27" 4 2) = 4r.
h—+oco 0 h—+o00

Soluzione 5 Se estendiamo la funzione data in modo che sia pari e 4-—periodica troviamo una
funzione continua e con derivata continua a tratti. L’estensione & quindi regolare a tratti e continua,
quindi la serie di Fourier converge uniformemente su tutto R all’estensione di f.

Calcoliamo ora i coefficienti di Fourier; dato che l'estensione di f & pari abbiamo che by = 0
per ogni k > 1. Inoltre per k > 0

T T
9 7 . 4 7 -
a = — f (@) cos(kwz)dx = = f(z) cos(kwx)dx.
T -z T Jo
Nel nostro caso abbiamo T' = 4 e quindi w = 7; troviamo quindiu che

2 2
aoz/ (x —1)%dx = =,
0 3

mentre per k > 1
4

2 k
ar = /0 (z — 1)%cos (%1‘) dx = k;irQ ((fl)k + 1) = h?m?
0 se k =2h+ 1.

se k = 2h

260



Troviamo quindi che
o0

~ 1 4 1
f(z) = 3 + ) 2 72 cos(hmx).

Valutando questa espressione in x = 0 troviamo che
h?2 6’
h=1
mentre valutandola in x = 1 troviamo che
h?2 12’
h=1

Grazie alla formula di Parseval troviamo infine che

i 1 d
74 00"
h:lh 90
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 19 settembre 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:
y' () +y'(t) = y(t)y'(t)
y(0) = 4/(0) = 1

della soluzione trovata determinarne il dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti| Determinare piano tangente e retta ortogonale a

Y={(z,y,2) eR*: 2? +¢y* - 2* =1}

nel punto (v/3/2, —v/5/2, —1).

Esercizio 3 [6 punti] Determinare massimo e minimo della funzione
flz,y,2) =4z +y—z

sull’insieme

E={(z,y,2) eR*: 2® + 9 — 22 <1, 2% +y* + 22 < 9}.

Esercizio 4 [6 punti] Verificare la validita del Teorema di Stokes con il campo
F(z,y,2) = (y,—z,4x) e la superficie

Y={(r,y,2) eR*:2” +y* - 2> =1,0 < z < 2}.
Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della successione di funzioni
falz) = nze™™ z e R

Determinare quindi, motivando la risposta,

lim /O ' f (@)

n—-+o0o



Soluzione 1 L’equazione data ¢ del secondo ordine di tipo autonomo; riduciamo il problema a

due problemi del primo ordine ponendo y'(t) = v(y). L’equazione diventa quindi

v(y)v' (y) +o(y) = yo(y);

tale equazione ha sicuramente v(y) = 0 come soluzione; tale funzione non soddisfa peré la condi-
zione iniziale v(y(0)) = v(1) = y’(0) = 1. Dividiamo quindi per v(y) ed otteniamo il Problema di
Cauchy
v(y)+ 1=y
v(l) = 1.
Integrando tale equazione troviamo la soluzione
2 2
Y 3 Yy —2y+3
vy) =5 -yt g = 5

Siamo ora ricondotti a risolvere il Problema di Cauchy

{ y'(t) = (%)2 +1
y(0) = 1.

L’equazione ¢ a variabili separabili che ha come soluzione
(t) = 1+ V2tan (i) -
) 2)’

la soluzione, visto che il dato iniziale & assegnato in ¢y = 0, & definita nell’intervallo (—/v/2, 7/1/2)

Soluzione 2 La superficie data e definita in modo implicito mediante la funzione
fla,y,z) =2 +y* = 2%

il piano tangente sara quindi definito da

(£

, 71) = (v/3,—/5,2), troviamo che il piano tangente ¢ determinato dall’e-

2 2 7%

)(x_\/g +£ +1>:0.

V3 _ /5

Dato che V f (Tv 5
quazione
V3 — y\/g + 22z =2.

La retta ortogonale ¢ invece parametrizzata da

<£, VB ) +1(V3,-V5,2);

A |

2 2
tale retta in forma Cartesiana diventa
2r — 2v/3 = 2¢/3

2y + 2v5 + 25 = 0.
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Soluzione 3 Iniziamo col notare che

Vf(x,y,z) = (4’ 1,-1) #0;

f non ha quindi punti stazionari liberi e di conseguenza il massimo e il minimo vanno cercati sulla
frontiera di E.

La frontiera di E & composta da tre parti; la prima & determinata dalle condizioni 22+y%2—22 =1
con 22 + y? + 22 < 9; tenendo conto della prima equazione, la seconda condizione diventa |z| < 2.
Possiamo usare la teoria dei moltiplicatori di Lagrange introducendo la funzione

dr+y—z— Ma? +y% — 22— 1);

tale funzione ha due punti stazionari; (1,1/4,1/4) con A =2e (—1,—1/4,—1/4) con A = —2. Visto
che di entrambi i punti la terza coordinata & tale che |z| = 1/4 < 2, questi due punti stazionari
diventano candidati massimo e minimo con

11 1 1
f <15151> :45 f (15151) = —4.

Una seconda parte della frontiera di F & determinata dalle condizioni 22 + y2 + 22 = 9 con
22 4+ 9% — 22 < 1; la seconda condizione grazie alla prima equazione diventa |z| > 2. Introduciamo
anche in questo caso la funzione Lagrangiana

dr4y—z— MNa? +y? +22-9);

tale funzione ha due punti stazionari in (2v/2, @, —@) con A = v/2/2 e in (—2v2,— 2 5 )
con A\ = —/2/2. La terza coodinata di questi due punti ¢ tale che |z| = v/2/2 < 1 che non
soddisfa la condizione |z| > 2. Tali punti non sono quindi candidati massimo o minimo perche non
appartengono alla frontiera di F.

Resta da considerare la parte di frontiera di E determinata dalle condizioni z? +y? — 22 =1
e 22 + y? + 22 = 9; tali condizioni determinano le due circonferenze con 22 +y? =5 e z = £2.
Possiamo quindi considerare le due parametrizzazioni

ri(t) = (V5 eost,VEsent, 2), ro(t) = (VB cost, V5sent, —2), t € [0,2n].
Introdiciamo quindi le due funzioni
g1(t) = f(r1(t)) = 4V5cost + Vbsent — 2, g2(t) = f(ra(t)) = 4V5cost + VBsent + 2;
derivando troviamo che la condizione
gi(t) = gh(t) = —4V5sent + V5 cost = 0

determina quattro punti stazionari vincolati in

A5 VB L) (LB VB L) (A5 VB L) [ AVE VS
vie vt )\ Cvae vt \vie Ve )\ Cvaie v )

In tali punti la funzione assume i valori

W5 V5 L\ Wh  Vh L\ e
f(\/_1_7,\/—1_7,2>_\/%—2, f(—— — = 2)— V85 -2,



4v5 V5 B 45 5 .
f(\/—_\/—_2>\/%+2, f(\/?,ﬁ,z) V85 + 2.

Dato che v/85 4+ 2 > 11 > 4, possiamo concludere che
m}gxf =V8 +2 assunto in (—, —_, 2

mentre

4+/5 5
mbinfz—v85—2 assunto in <—i’_£’2> _
Soluzione 4 Dobbiamo verificare la formula

/rotFﬁng:]{ F - dr.
by o+x

La superficie X, essendo una superficie di rotazione, puo essere parametrizzata mediante

= (v 1+t2coss, 1+ t2sens,t), te€0,2],s € [0,2n].

Con questa parametrizzazione abbiamo che

ri(t,s) X r5(t,8) = (—V/1+t2coss,—v/ 1+ t?sens,t),
fin(t,s) = ———=(—V1+t?coss,—V1+t?sens,t).

1+ 2t2
Dato che rotF(z,y, z) = (1, —4, —1), troviamo che

2m
/ rotF - fipdy = / dt/ —4,—1)- (= 1+t%2coss,—v 1+ t?sens,t)ds

:—27T/ tdt = —
0

Il bordo di ¥ & costituito dalle due circonferenze 22 + y?> = 1 con z = 0 e 22 + y® = 5 con
z = 2; per parametrizzare tali circonferenze tenendo conto che l'orientazione di tale parametriz-
zazioni sia quella indotta dall’orientazione di ¥ determinata da ny possiamo considerare le due
parametrizzazioni

r1(t) = (cost, —sent, 0), ro(t) = (V5 cost, V5 sent, 2), t €0, 27].

Troviamo quindi che
. 27
FdF:/ (—sent, 0,4 cost) - (—sent, — cost,0)dt+
o+% 0
2m
+/ (V5 sent, —2,4V/5 cost) - (—v/5 sent, V5 cost, 0)dt
0

27 2m
:/ (sen?t — 5sen?t — 2v/5 cost)dt = —4/ sen *tdt = —
0 0
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Soluzione 5 Per quanto riguarda il limite puntuale si ha che per ogni z € R

2
lim n2ze™® =0.
n—-+o0o

Per quanto riguarda la convergenza uniforme dobbiamo calcolare

lim sup|fu(e)| = lim sup fo(2),

n—-4o0o zER n—-4o0o >0

dove l'ultima uguaglianza tiene conto del fatto che f,, e dispari e positiva per x > 0. Dato che
fn(0) =0, fr(z) — 0 per x — +00 e che f,, ammette massimo per z > 0 nel punto x = n%/i con

n

f”(ﬁi) = 5=, troviamo che

lim sup |fn(z)| = +o0.
R

n—-+oo z€

Non si ha quindi convergenza uniforme su R; se ci restringiamo perd agli intervalli [a, +00) con

a > 0, dato che, se ﬁ <a

S

2(12

SUp fu(2) = fula) = n?ae ™",

r>a
se ne deduce che

li =
Lm igglfn(x)l 0,

da cui la convergenza uniforme su [a,+00). Per quanto riguarda 'ultimo integrale, dato che in
[0,1] non si ha convergenza uniforme, non possiamo usare il Teorema di passaggio al limite sotto
il segno di integrale. In effetti in questo caso si ha che

1
/ lim fp(zx)dz =0,
0

n—-+oo
mentre

. ! . 1 2 1
lim folz)de = lim —(1—e™™)=-.
o 2 2

n—-+o0o n—-+oo
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 20 dicembre 2019

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t) = (1 +y(t)?) cost

y(0) = 0;
della soluzione trovata determinarne il dominio e tracciare un grafico qualitativo.
Esercizio 2 [6 punti] Dire se la funzione

f(z,y) = /ry

e convessa o concava sul suo dominio; determinare quindi tangente e ortogonale al
grafico della funzione nel punto (1,1, 1).

Esercizio 3 [6 punti] Determinare massimo e minimo della funzione
f(w.y) = 32" + 22y +
sull’insieme E = {(z,y) : 22 + y* = 6}.

Esercizio 4 [6 punti] Dire se I'insieme illimitato

1 1
E={(z,y) eR*:z>1 ——<y<—
fenerrsi-teyct)

¢ misurabile e stabilire se la funzione f(z,y) = y® ¢ assolutamente integrabile in
senso generalizzato su F.

Esercizio 5 [6 punti]| Studiare le varie convergenze della successione di funzioni

arctan —  se x #0
x
fn<x> =

0 se x = 0.

Determinare quindi, motivando la risposta,

lim /2 falz)dz.
-1

n—-+o0o



Soluzione 1 L’equazione ¢ a variabili separabili che integrata ha soluzione in forma implicita
arctan y(t) = sint;

questa soluzione ¢ definita per ogni ¢ perche sint € [—1,1] C (—n/2,7/2) per ogni t. La soluzione
in forma esplicita ¢ quindi data da
y(t) = tansint.

Soluzione 2 Per studiare convessita o concavita notiamo anzitutto che il dominio di f ¢ determi-
nato dalla condizione xy > 0; siamo quindi nel piano nel primo e terzo quadrante. Questo dominio
non & convesso ma unione di due convessi; quindi ha senso determinare convessita o concavita
separatamente nel primo e nel terzo quadrante. La funzione ¢ di classe C**° nell’insieme zy > 0 e
quindi in tale insieme ci calcoiiamo la matrice Hessiana. Otteniamo che

_ y2 1
34,3
Ve - (). Hfwa= | Y VY
4y/zy 4/ x3y3
Siccome ) )
trH f () = —% <0
e

detH f(x,y) =0,

se ne deduce che H f(x,y) ¢ ovunque semi—definita negativa e quindi f & concava.
Per il grafico di f, si nota che il vettore

v=(=Vf(1,1),1) = <1 1 1>

27 2’
e ortogonale, pertanto
Naanl'(f) = ((=1,-1,2)),
mentre la retta ortogonale e data da

(1’ 1, 1) + N(l,l,l)r(f) = (1’ L, 1) + <(_1’ -1, 2));

mentre
Ta1nl(f) ={(z,y,2) € R®: x4y =2z}

e il piano tangente e dato da
(L 1) 1) + T(l,l,l)r(f) = {(ZC,y,Z) € Rg tx+ Yy = 2’2}

Soluzione 3 Possiamo usare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange (E non ha parte interna e
quindi non ha senso cercare i punti stazionari liberi);

L(x,y, \) = 322 + 2zy + v — A(222 +9* — 6).
Dobbiamo quindi risolvere il sistema

6z + 2y —4d x =0
204+ 2y — 22y =0

222 +y? = 6.
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Se ricaviamo y = 2 \x — 3z dalla prima equazione e sostituiamo nella seconda troviamo che
z(20% —5A +2) = 0.

Nel caso = 0, la prima equazione diventa y = 0, ma allora non viene soddisfatta la terza
equazione. Necessariamente si deve quindi avere

222 —5A+2 = 0;

abbiamo due soluzioni per tale equazione, A = 2 e A = 1/2. Se A = 2, dalla prima equazione
ricaviamo che y = x e quindi la terza equazione diventa 22 = 2; abbiamo quindi trovato i due
punti stazionari vincolati (+v/2, £v/2) con A = 2. Nel caso A = 1/2, la prima equazione diventa
y = —2x e quindi la terza diventa z? = 1; troviamo quindi altri due punti stazionari vincolati
(£1,F2) con A = 1/2. Dato che

f(\/iﬁ):f(f\/_afﬁ)zlz f(71’2):f(1’72):05

possiamo concludere che
mbinf =0, assunto in (+1, F2),

mentre
mgxf =12, assunto in (i\/i,i\/i).

Soluzione 4 Come insiemi invadenti consuideriamo gli insiemi semplice e quindi misurabili

Eh{(xvy)€R2:a§1'§h,?§y§ﬁ};

drdy= S+ )dr =5 — = — <3
[ sy [ (G5 ) a3 - gm 5

se ne deduce che f & assolutamente integrabile in senso generalizzato. Il suo integrale su E & quindi

dato da .
1 1 1 1
3 _ 3 — 1 - _ —
/Ey dzdyfhgrf Ehy dxdyfhhr}rlooll/l (z2 z4)d:c 5

Soluzione 5 Per quanto riguarda il limite puntuale si ha che per x = 0 il limite ¢ 0, per x > 0
siccome n/x — 400

Siccome

limfo(r) =

)
n—-+oo

ol 3

mentre per x < 0 siccome n/x — —oo

lim fo(z) = —g,

n—-+oo

Per quanto riguarda la convergenza uniforme possiamo sfruttare il fatto che la funzione e dispari
e 'identita, valida per ¢ > 0

T
arctant = — — arctan —,
2 t

per ottenere che

sup |fo(z) — f(z)| = sup |fu(z)— f(x)|= sup T _arctan— = sup arctan — = E,
z€R z€[0,+00) x€(0,+00) T 2€(0,400) no 2
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e quindi non c¢’e convergenza uniforme su R. Possiamo pero considerare a > 0 e calcolare

sup |fn(x) — f(z)| = sup T _ arctan = = arctan —.
r€[—a,a] r€[—a,al € n

Siccome questa quantita tende a 0 per n — oo si ottiene la convergenza uniforme su [—a,a]. Per
il caclolo dell’integrale, sfruttando la disparita delle f,, si ottiene che

™

2 2
lim [1 fr(x)dz = lim /1 frn(x)dx = 5

n—-+oo n—-+oo

dove nell’ultimo passaggio si & sfruttata la convergenza uniforme a 7/2 su [1, 2].
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 gennaio 2020

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t) =2/ (t) + y(t) = 2¢'

della soluzione trovata determinarne il dominio e tracciare un grafico qualitativo.
Esercizio 2 [6 punti] Data la funzione

flay,2) = (zye"™, x +y — 2),

dire se localmente attorno ad ogni suo punto I'insieme E_1o)(f) € una curva regola-
re. Determinare in particolare la circonferenza osculatrice a tale insieme nel punto
(1,-1,0).

Esercizio 3 [6 punti] Determinare e classificare i punti stazionari della funzione
f(a,y) = zye™™.
Esercizio 4 [6 punti] Verificare il Teorema di Stokes per la funzione
F(z,y,2) = (=y,2,2)

con superficie
S={(z,y,2) eR’:z =24y’ 1 < 2 <4}

orientata in modo che la normale abbia la terza componente positiva.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie

flz) = Zi}g(k— ok

k=2

o0

Determinare quindi, motivando la risposta, la forma analitica della funzione f.



Soluzione 1 L’equazione e del secondo ordine lineare a coefficienti costanti completa; la soluzione
dell’omogenea, dato che il polinomio caratteristico e

p(A) =A% =22+ 1=(A—1)2
e data da
yo(t) = e'(c1 + cat).
La soluzione particolare, usando il metodo per somiglianza, va cercata nella forma

yp(t) = At?el:

imponendo che tale funzione risolva ’equazione differenziale, si trova A = 1. La soluzione completa
¢ quindi data da
y(t) = e'(c1 + cot + 12);

imponendo le condizioni iniziali si trova che ¢; =0 e ¢c; = 1, e quindi la soluzione ¢ data da
y(t) = €'t +1%)
che & definita per ogni ¢t € R.

Soluzione 2 La matrice Jacobiana della funzione data ¢

ey +y) e H(ay+x) 0

Jf(z,y,2) =
1 1 1

Tale matrice ha rango 2 eccetto che nei punti della forma (0,0,2) e (—1,—1,2), z € R; nessuno
di tali punti appartiene a E(_; 1,0)(f), quindi tale insieme ¢ localmente attorno ad ogni suo punto
una curva regolare. In particolare lo & attorno al punto (1,—1,0).
Per determinare la circonferenza osculatrice, notiamo anzitutto che la matrice Jacobiana in
(1,—1,0) & data da
-2 0 0
Jf(1,-1,0) = 5

-2 0
det( 1 1)27&0,

possiamo dire che localmente attorno a (1,—1,0) si pud scrivere

(z,y) = g9(2) = (91(2), 92(2)),

cioe il livello puo essere parametrizzato mediante

T(Z) = (91(2),92(2’), Z)

dato che

@

Si ha che g(0) = (1,-1 ) r(0) = (1,—1,0). La circonferenza osculatrice & la circonferenza
contenuta nel piano (7.(0),72,-(0)) il cui centro & dato da

¢r(0) = 7(0) + o-(0)7,(0)

e il cui raggio ¢ ¢,(0), con ¢,(0) = 1/k,-(0) raggio di curvatura, k,(0) curvatura e 7,(0) normale
principale. Curvatura e normale si possono ricavare dalla decomposizione cinematica dell’accele-
razione

r"(0) = a(0)7(0) + v(0)*k.(0)72-(0).
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Ricaviamo le derivate di r dal sistema
g1(2)g2(2)es () Fo202) = —1

91(2) + ga(2) — 2 = 0.

Facendo le derivate derivate seconde e tenendo conto che g1(0) =1 ¢g2(0) = —1 si trova che

(91(0),5(0) = (0.1),  (47(0),45(0)) = (%,%),

Quindi
r'(0) = (91(0), 9(0),1) = (0,1, 1), v(0) = |['(0)]] = V2,

mentre

Infine tenendo presente che

e che la curvatura ¢ data da
YO L O O
[ (0)[]3 8

troviamo che
vmﬁmmm4m2mmmmmr%mamm«n(Lll).

2’2
- QT*/E (r"(0) — a(0)7.(0)) =

Il centro della circonferenza osculatrice ¢ quindi dato da

71,-(0) (2,—-1,1).

1

V6
4 1

er(0) = (1,—1,0) + §(2, ~-1,1) = 5(11’ —7,4)

e raggio

Tale circonferenza ¢ quindi parametrizzata da
1 4/6
5(11, —7,4)+ T\/_ (cost7,(0) 4 sint n,.(0))

11 8 7 4v3 4 4 43 2
= <?+§sint,—§+T\/_cost—gsint,g—i—T\/_cost—i— gsint>.

Soluzione 3 Dato che
Vi, y) = e ey +y, 2y + ),

troviamo che f ha due punti stazionari in (0,0) e (—1,—1). In tali punti la matrice Hessiana ¢

data da
H£(0,0) = ( (1) (1) > Hf(1,1)62< Bl _01 >

quindi (0,0) & un punto di sella, mentre (—1,—1) & un punto di massimo locale stretto.
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Soluzione 4 La superficie 3 ¢ parametrizzata da
r(t,s) = (t,5,t° + 5%);
con tale parametrizzazione si ha che
ri(t,s) X rs(t,s) = (—2t,—2s,1)

la cui terza componente € positiva, e quindi I'orientazione data da

o 1
it s) = VIt a2+ 4s?

¢ quella richiesta. Il rotore di F' ¢ dato da

(—2t,—2s,1)

rotF(z,y,z) = (0,0,2),

e quindi il suo flusso attraverso 3 ¢ dato da

d(rotF, %) = / (0,0,2) - (—2t, —2s,1)dtds = 2Area(B, \ By) = 6.
B2\ B,

Calcoliamo le circuitazioni di F' lungo il bordo di X; per rispettare I'orientazione indotta da ¥, il
bordo & composto da due curve parametrizzate da r, 7 : [0, 27] — R3,

r(t) = (—cost,sint, 1), 7(t) = (2cost,2sint,4).

Avremo quindi che

2
F-dF:/ ((—sint,—cost,l) - (sint, cost,0)+
otn 0

+ (—2sint, 2 cost,4) - (—2sint, 2 cost, 0))dt
=6.

Soluzione 5 La serie data € una serie di potenze con raggio di convergenza 1; per z = 41 si ottiene
una serie convergente, pertanto si ha conergenza in [—1, 1]. In tale intervallo la convergenza & totale
e quindi anche uniforme e assoluta uniforme.

Per determinare ’espressione analitica di f si nota che

f”(x) — ixka — 1

1—z
k=2

Intgrando, cosa lecita per « € (—1, 1), si ottiene che
(2) flz)=(1-2)In(1 — ) + .

L’espressione precedente ¢ stata ottenuta per = € (—1,1); la funzione a destra puo essere estesa
anche per ¢ = 1 e definisce una funzione continua in particolare in [—1, 1]. La convergenza uniforme
della serie in [—1,1] ha come conseguenza anche il fatto che f & continua in [—1,1], e quindi
Pespressione (2) ¢ valida per ogni = € [—1,1].
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Ferrara, 13 febbraio 2020

Esercizio 1 [6 punti] Risolvere, al variare del parametro n € N, il seguente
Problema di Cauchy:
y'(t) = ny(t)(1 - y(t)),

1

y(0) = 5;

tracciare quindi un grafico qualitativo, specificandone il dominio, delle soluzioni
(un(t))nen € studiare le varie convergenze di tale successione.
Esercizio 2 [6 punti] Dire se I'insieme

E={(z,y,2) eR*: 2’ +y* —2=0,0+y+2=1}

¢ localmente una curva attorno ad ogni suo punto. Determinare quindi una para-
metrizzazione di F e trovare i punti in cui la curvatura assume massimo e minimo.

Esercizio 3 [6 punti| Determinare e classificare i punti stazionari della funzione
flxy) = (y* —a) (@ —y").
Esercizio 4 [6 punti] Calcolare il volume dei solidi ottenuti ruotando 'insieme
E={(z,y) eR*:0<2<1,0<y <1, (y*—2)(2* —y*) >0}
sia attorno all’asse z, che attorno all’asse y.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie di Fourier associata
alla funzione 4-periodica dispari definita in [0, 2] da f(z) = (z—1)?. Infine, tenendo

presente che
k:O 2k +

Z 2/{;—4—1

k:0

calcolare la somma della serie



Soluzione 1 L’equazione data & a variabili separabili; le soluzioni stazionarie sono y(t) = 0 e
y(t) = 1 che pero non soddisfano la condizione iniziale. Cerchiamo quindi le soluzioni tra le
soluzioni non stazionarie

__y® 11N
" LU ) <y<t> TIo y<t>) v

Integrando e tenendo conto della condizione iniziale si trova quindi che

(t) B ent B 1
Ul = T ent T T et

Tali funzioni sono definite in tutto R e convergono puntualmente alla funzone f: R — R

0 set<O,
f)=< = set=0,
1 set>0.

Essendo f discontnua in t = 0, la convergenza non puo essere uniforme su tutto R. Studiamo la
convergenza uniforme in [a, +00) con a > 0;

1 1
W(t) — F(t)] = = ,
ig};lu() f@)l SUP T et T 1 g e
e quindi
1 W(H) = f(B)] =0,
nirfooili?i'“() f@)l

cioe la conveegenza uniforma in [a, +00). Analogamente si dimostra la convergenza uniforme in
(=00, —al, a > 0.

Soluzione 2 Si noti che posto f(z,y,2) = (2% + 4% — 2,2 +y + 2), siccome
2z 2y -1
Jf(l', Y, Z) - < 1 1 1 ) )

il rango di tale matrice non ¢ 2 solo per (z,y) = (—1/2,—1/2). Dato che nessuno dei punti
(—1/2,-1/2, z) appartiene ad E, se ne deduce che E & una curva localmente attorno ad ogni suo
punto. Per parametrizzare F, ricavando dalla seconda equazione z = 1 — x — y e sostituiendo nella

prima si trova che
+ AN + + 1) _3
T+ = -] ==
2 YT 2

Una parametrizzazione di E ¢ quindi data da r : [0,27] — R3

r(t)(%Jr\/»cost \/jsmt2 \/jcost \/jsmt>

con tale parametrizzazione possiamo calcolare la curvatura mediante

NHOESHOI 1
kn(t) = THOIE - 2(1 — Sin(2t))g .
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T 5

Tale curvatura assume il valore massimo v/2 per ¢t = 7, in corrispondenza dei punti

44
3—1 v3-1 3+1 3+1
V3 ,\/_ ,27\/5 , 7\/_+ 77\/_Jr ,2+\/§ ,
2 2 2 2
mentre assume il valore minimo % per t = %7‘(, %7‘(, in corrispondenza dei punti
<\/§+1 \/512> <\/§1 \/§+12>
9 ’ 9 ’ ’ ) T 9 ’ .

Soluzione 3 1l gradiente di f ¢ dato da
Vi(ey) = u(y® + 207" — 32%), 2y(a® + 22"y — 3y"))

che si annulla nei punti

(0,0), (1,1), (1, 1), (=1,1), (=1, -1),
() (G- G ()

detH f(1,1) detHf(l,l)det< gg 3% > <0,

Dato che

cosl come

detHf(1,—1) = detH f(—1,1) :det( :260 1260 ) 0

troviamo che (1,1), (1,-1), (=1,1) e (—1, —1) sono punti di sella. Invece

e

11 1 1 ~9 4>

trH —,— | =trH ——,———= | =1tr 2 <0,
f( 2’ V2 f< V2 ﬁ) < 4 -3
cosl come . . . . o
detH f (—,— =detHf (—,—> det< 2 _3 ) >0

2 2 2" V2 -4 -3

e

1 1 1 1 - —
g (L) g (L D)o ) <o
2
troviamo che (75, %) , (\%, —%) , (—%, %) , (—%, —%) sono punti di massimo locale stret-

to. Infine
0 0
.0 = (o ¢ ):

tale matrice € solo semidefinita, quindi il calcolo differenziale non ci puo dare informazioni. Notiamo
perd che f(0,0) = 0; studiamo quindi il segno di f. Anzitutto

f(z,00=—-2%<0 sex#0
eperm#0
1
f(z,mz) = 2*(m? — 2%)(1 — m?*2?) >0 se 0 < |z| < min {|m|, ﬁ}
m

Dato vicino al punto (0,0) f assume sia valori positivi che negativi, se ne deduce che (0,0) & un
punto di sella.
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Soluzione 4 Notiamo anzitutto che
E:{(Jj,y)€R2:0§x§1,x2§y§\/5},
e quindi il volume del solido F, ottenuto ruotando F attorno all’asse x & dato da

1
3

Vol(E,) = 7r/ (z — at)de = o

) 10

Per quanto riguarda il solido E, ottenuto ruotando F attorno all’asse y avremo invece che

3

Vol(E,) = 27r/0 r(vx —2%)dr = 10"

Soluzione 5 La funzione e dispari quindi ay = 0 per ogni £ € N. Abbiamo T' =4 e w = I.

2
Quindi

0 se k = 2h,

2 k
br = / (z —1)*sin <§z> dzx = 4 39
0 - se k=2h+1.
w(2h+1) w3(2h +1)3

Vale quindi I'identia

f) = i <7r(2h4+ 1) 7r3(222+ 1)3> i <(2h; l)ﬁz> |

h=0

dato che f ¢ continua a tratti con discontinuitd in x = 2k, k € Z, f’ ¢ continua a tratti con
discontinuita in x = 2k, k € Z, ne deduciamo che la serie di Fourier converge puntualmente alla
regolarizzata di f su tutto R, con regolarizzata che coincide con f in R\ 2Z mentre per x € 27Z
f(z) = 1. La convergenza & uniforma negli iintervalli [a,b] C (0,2) e sue repliche 2-periodiche.
Valutando la serie di Fourier in « = 1 troviamo l’identita

= A= 32(=1)h
0= z::O (w(2h+ 1) w3(2h+ 1)3) ’

h

da cui il fatto che
3

S =Ty LU
3 |
 m3(2h+ 1) 8h02h+1 32
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Esercizio 1 [6 punti] Risolvere al variare del parametro « € R la seguente equa-
zione differenziale

y"(t) — oy (t) = t.
In particolare, si risolva il seguente Problema di Cauchy:

y"(t) —y'(t) = ¢,

y(0) = y'(0) = y"(0) = 0.

Esercizio 2 [6 punti]| Studiare la regolarita della curva definita in coordinate polari
da
o(9) = | sin(39)], v € [0, 2.

Di tale curva determinare i punti che hanno massima distanza dall’origine; determi-
nare quindi la circonferenza osculatrice alla curva nel punto (v3/2,1/2).

Esercizio 3 [6 punti] Determinare i punti di massima e minima distanza dall’ori-
gine dell’insieme

E={(r,y,2) €R*: (z—3)*+(y—3)°+(2—3)> < 4, (x—3)*+(y—3)*+(2—2)* < 4}.

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare il volume del solido

E={(r,y,2) €R’: (2-3)*+(y—3)°+(2—3)* <4, (z—3)*+(y—3)*+(2—2)* < 4}.

Esercizio 5 [6 punti]| Studiare le varie convergenze della successione di funzioni
falz) =e D" 2z eR

Dimostrare, motivando con precisione i vari passaggi, che

n—-+4o0o

lim /1 fn(z)dx = 0.
0



Soluzione 1 L’equazione data ¢ una equazione del terzo ordine a coefficienti costanti completa;
per risolvere 'omogenea si considera il polinomi caratteristico

p(A) =A% —al.
Le sue radici sono date dalle soluzioni dell’equazione
N —a\=0.
Si distinguono tre casi:

1. @« = 0; in tal caso A\ = 0 e una radice con molteplicitd 3 e quindi la soluzione generale
dell’equazione omogenea ¢ data da

yo(t) =c1 +cot+ C3t2;

2. a > 0; in tal caso abbiamo tre radici distinte reali, A = 0, A\ = &/« tutte con molteplicita 1
e quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea e data da

Yo(t) = c1 + cae™V® 4 cze7tVE,

3. a < 0; in tal caso oltre alla radice reale A = 0 abbiamo le due radici complesse immaginarie
pure A = :I:i\/m , tutte radici con molteplicita 1 e quindi la soluzione generale dell’equazione
omogenea ¢ data da

yo(t) = c1 + ca cos(t+/|al]) + ¢z sin(t+/|al).

Per la soluzione particolare, si distingue il caso o = 0 dal caso « # 0 in quanto la radice A = 0
passa da molteplicita 3 a molteplicita 1. Nel caso 1. quindi, con a = 0, la soluzione particolare va
cercata nella forma

yp(t) = at* + bt3,

mentre nel caso 2. e 3. va cercata nella forma
yp(t) = at® + bt.
Si deve imporre che tali funzioni siano soluzione dell’equazione

y, (t) =t

yp (t) — ay(t) =t

rispettivamente, e quindi si trovano le soluzioni particolari

t4

t) = —

¢ 2

t
)= ——.

Yp(1) 20

rispettivamente. In definitiva le soluzioni generali dell’equazione data sono date da

1. per a = 0
t4
y(t) = yo(t) = c1 + ot + cst® + T
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2. pera >0
2

t
y(t)=c1 + czet‘/a + C367t\/a - 2—;
o

3. pera <0

. t?
y(t) = c1 + ca cos(ty/|al) + essin(t+/| ). — %
Veniamo all’ultima parte; la scelta o = 1 ricade nel secondo caso, e quindi dobbiamo cercare tra

le funzioni )
t
y(t) = c1 + coe’ +czet — B

quella che soddisfa le condizioni iniziali. Si trova quindi il sistema

Cl+02+63:0
c1+co—c3=0
c+1+co+c3—1=0.

Si trova quindi che la soluzione del Problema di Cauchy e data da

1 1 t?
t)= -1+ e+ et — —.
y(t) +2€+2€ 5

Soluzione 2 Stiamo considerando la curva nel piano r : [0, 27] — R?
r(t) = o(t)(cost,sint) = | sin(3t)|(cost,sint).
Le funzioni
r1(t) = | sin(3t)]| cost, r1(t) = |sin(3t)|sint

sono contnue e derivabili se sin(3t) # 0, quindi la curva & regolare a tratti.
Dato che la quantitd o(t) = |sin(3t)| rappresenta esattamente la distanza dall’origine della
curva r(t), cioé
[r(®)] = ot) = [sin(3t)],

si avranno i punti di massima distanza se |sin(3t)| = 1, cioe se

3t:g+k7r, keZ,

o equivalentemente
7r

6
Di tali punti appartengono a [0, 7] i sei punti corrispondenti a t = 7/6, 7/2,57/6, 7n/¢, 37/2 117 /6 che
determinato i punti

V31 -3 1 V3 1 V3 o1
(775)7 (©1), (TE) (?5)7 ©.=D. (7&)-

Il punto (V3/2,1/2) & quindi uno di tali punti, determinato dal parametro ¢t = 7/s. La circonferenza
osculatrice ¢ la ciconverenza con centro

() e (§) 7 (5)

= +kg, kel
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con 7, la normale principale e g, = 1/k. il raggio curvatura determinato dalla curvatura k, se
kr # 0. Determiniamo quindi 7,(7/6) e k.(7/6). Abbiamo che per ¢ € (0,7/2)

' (t) = 3 cos(3t)(cost,sint) + sin(3t)(—sint, cost),

‘- (3%

che ha la proprieta che ||7'(7/6)|| = 1. Quindi v'(7/6) = 7,.(/6).
Calcoliamo ora la curvatura usando la formula
k (W) N VORSEWOIl
Y [ (<o)l
avendo inteso la curva piana come una curva nello spazio aggiungendo come terza coordinata z = 0.
Siccome per t € (0,7¢/2) si ha che

e quindi

"’ (t) = —10sin(3t)(cos t,sint) + 6 cos(3t)(— sint, cost),

()= (73).
o (5) =

(D)5

Siccome siamo nel piano, la normale principale si puo ottenere dal versore normale mediante
rotazione di 7/2 e quindi
. (W) V3 o1
nl=)=—-—,—2].
6 2 2
In definitiva la circonferenza osculatrice ha centro
<7T) V31 L V3 o1 9 (V31 93 9
Cr\Z | = a5 o 1N T e ' o = A a5 o = “on  an
6 272 10 2 2 10 2 2 20 " 20
e raggio 1/10. Possiamo quindi usare la forma cartesiana

2
A O A
20 Y72 ) T 1000

oppure le due forme paramtriche

ricaviamo che

Troviamo quindi che

da cui

1 1
(9—\/5 + — ost,3 + —sint)

20 10" 20 " 10

oppure

~(t) =c¢r (%) + % (costi‘r (%) +sint n, (%))
_<9\/§ 1 V3.9 V3 1 )

>0 %cost— 2—Osmt,% + ECOSt— %smt
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Soluzione 3 Massimizziamo e minimizziamo il quadrato della distanza dall’origine, che ha migliori
prorprieta di differenziabilita rispetto alla funzione distanza:

fla,y,z) =a® +y* + 22
Cerchiamo prima i punti stazionari liberi:

Vi(x,y,2)=2(x,y,2)=0

solo nell’origine, che € quindi I'unico punto stazionario libero che pero non appartiene ad F.
Cerchiamo ora i punti stazionari vincolati; ci sono tre parti di frontiera di E; quelli che
soddisfano 'identita
(=3)"+(y—3)°+(:—3)" =4

con la condizione
(=32 +(y—3)° + (2 —2)> < 4,

poi ci sono i punti che soddisfano I’identita
(z-3)°+y—3)>°+(x—2)?%=4

con la condizione
(x—3)°+(y—3)7+(z—3)* <4,
ed infine i punti che soddisfano le due identita

{ (r—=3)*+(y—3)°+(z—3)° =4
(=3 +(@y—3)0°+(2-2)?°=4

Nei primi due casi useremo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange tenendo presente nel primo
caso che
(-3 +(@y—37%+(2-2)?%<4.

mentre nel secondo caso
(x -3+ (y—3)2?+(2—3)* < 4.

Consideriamo quindi prima di tutto la Lagrangiana
L(@,y,2,\) =2 +y° +2° — )\((x — 32+ (y—3)% + (2 - 3)? —4);

la ricerca dei punti stazionari di tale funzione porta al sistema

2 — 2\(z —3) =0
2 — 2A\(y — 3) = 0
2z —2X\(z—-3) =

(x=3)°+(y—3)°+ (2 —3)* =4
I'unica soluzione di tale sistema che soddisfa la condizione
(x—3)2+@y—-32%+(2-2)?2<4

& data dal punto (3 — 2/v3,3 — 2/v3, 3 — 2/v3) dove il quadrato della distanza vale 31 — 12/3.
Se ora si prende la Lagrangiana

Ly, 20 =22 + 97+ 22— A((@ =32 + (= 3)° + (= = 2 — 4);
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la ricerca dei punti stazionari di tale funzione porta al sistema

20— 2\(z —3) =0
2y — 2\(y — 3) = 0
22 —2X\(z—-2)=0
(x =32+ (y—3)2%+(2—2)? =4

I'unica soluzione di tale sistema che soddisfa la condizione
(x =3+ (y—3)72+(z-3)*<4

¢ data dal punto (3 + 6/v22,3 + 6/v22, 2 + 4/v22) dove il quadrato della distanza vale 26 + 86/v/22.
Nella terza parte di frontiera possiamo considerare equivalentemente la Lagrangiana con due
moltiplicatori

L(x,y,z,\, p) = x2+y2+227/\((x—3)2+(y73)2+(z—3)2—4) fu((zf3)2+(yf3)2+(2—2)274)
oppure tenendo conto che si deve avere
4—(2-3=4—(2-2)?

ricavando z si trova che z = 5/2 e quindi si deve trovare i punti stazionari della funzione quadrato

della distanza sull’insieme 15

za

essendo questa una circonferenza di raggio V15/2 centrata in (3, 3), possiamo usare la parametriz-

zazione del vincolo
< V15 V15 5 )
r(t) =

(0= 3)° +(y—3)° =

3 + T COS(t), 3 + T Sin(f), 5
In ogni caso si trovano due punti stazionari vincolati (3+v/304/,3+ 304/ 5/2) e (3 — 304/ 3 —+/304/5/5)
in cui il quadrato della distanza ¢ dato rispettivamente da 28 + 31/30 e 28 — 3v/30.
Per confronto dei valori troviamo in definitiva che

min f = 31 —12V/3 assunto in (3—13—13—1)
E ) \/g’ \/g) \/g )
mentre A
86 6 6
max f =26 + —, assunto in ( 3+ , 3+ ;24 .
E ! V22 ( V22 V22 \/22)

Soluzione 4 L’insieme dato puo essere riscritto nella forma

E={1gz§

N | Ot

a($—3)2+(9—3)2§4—(z—3)2}u

U{g§z§4,($—3)2+(y—3)2§4—(z—2)2};

riconosciamo quindi che l'insieme E & stratificato in direzione z con strati dati da cerchi; quindi
4 4 27

|E| :/ 7r(47(z—3)2)dz+/ m(4—(2—2)})dz = 7r/ (62—2275)dz+7r/ m(dz—2%)dz = o

1 5 1 5

2 2
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Soluzione 5 La successione di funzioni ha la proprieta che

3
mentre per x # 0, siccome |nz| — +oo

lim f,(z)=0.

n—-+oo
Quindi la successione di funzioni converge puntualmente alla funzione f : R — R,
sex=0

f)=1 ¢

0 altrimenti.

La convergenza non potra essere uniiforme, almeno intorno a 0, perche le f,, sono continue mentre
f & discontinua in 0. In effetti la funzione

& discontinua in 0. Notiamo pero che, studiando tale funzione, siccome g, & monotona crescente
in (—o0,0) e in (0, /n), mentre & decrescente in (1/n, +00) si trova che per ogni a > 0 se 1/n < a,
allora

sup |fn($) - f(SC)| = sup gn(l') — e*(nafl) 7
[a,+00) [a,400)
mentre 2
( sup ]|fn(56) — f(x)] = ( sup ]gn(x) — g~ (—na—1)*
Visto che ) 2
lim e (D" — |jm e (-ne-1) =0,
n—-+oo n—s—4o0

si deduce che f,, converge uniformemente a 0 sugli intervalli (—oo, —a] e [a, +00) per ogni a > 0.

Per calcolare L
li n(x)d
ol / fn(@)dz

non si puo applicare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale, ma scrivendo

/01 fn(z)dr = /Oa fn(2)dx + /al fula)da.

Per il secondo integrale abbiamo che

lim /1 frn(x)dz =0

n—-+o0o

perche su [a, 1] si puo usare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale avendosi
convergenza uniforme. Su [0, a] possiamo sfruttare il fatto che

0< fu(z) <1,

e quindi

0< /a fr(z)dz < a.
0
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Troviamo in definitiva che

1
0< lim / frn(x)dz < a, Ya > 0,
0

n—-+oo

e quind

1
lim / fun(x)dz = 0.
0

n—-+oo
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 11 giugno 2020

Esercizio 1 [6 punti| Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale
t
y'(t) — 4y (t) + 4y(t) = 2> + 3
Esercizio 2 [6 punti] Dire in quali punti dell'insieme

2 2

x? Y z
E= R : =+ = =

si applica il Teorema della funzione implicita; determinare quindi tangente e normale
all'insieme nel punto (4, 3,4).

Esercizio 3 [6 punti] Determinare massimo e minimo della funzione

flay) =vV1I—a®+/1—y2

Esercizio 4 [6 punti] Dire se il campo

e conservativo o meno; determinarne in caso il potenziale e calcolare il lavoro del
campo F lungo la curva r : [0,1] — R3

r(t) = (2 + cos(2mt), 2 + sin(2rt), (£ + 1)(1 + SmQ(zm))).

Esercizio 5 [6 punti]| Studiare le varie convergenze della serie di funzione

S (=n" n
2 (2n+1)\/n+1(x_3) '

n=0



Soluzione 1 L’equazione data ¢ del secondo ordine lineare a coefficienti costanti completa. L’e-
quazione omogenea associata si risolve considerando il polinomio caratteristico

p(A) =2 -4 +4=(\-2)%

siccome tale polinomio ha una radice reale A = 2 con molteplicita due, la soluzione generale
dell’equazione omogenea associata € data da

yo(t) = (1 + cat)e?t.

Per la determinazione della soluzione particolare usiamo il principio di sovrapposizione; dato che

t
f(t) = fi(t) + fa(1), filt) =2¢*,  fao(t) = 3’
cerchiamo due soluzioni particolari nella forma
yi(t) = ae, ya(t) = bt + c.

Imponendo che
Yy (1) — dyy (t) + dya () = 2¢

si trova a = 2, mentre imponendo che

t
(1) — Ayh(t) + Ay (t) =
si trova b = ¢ = 1/8. Abbiamo quindi trovato che la soluzione generale dell’equazione ¢ data da

t+1
y(t) = (c1 + cot)e? + 23t + %

Soluzione 2 L’insieme dato ¢ lo zero della funzione

.’L'2 y2 22

f(xayaz)zl—G‘f’g—g

ed e dato da un cono a sezione ellittica; in quanto cono ci aspettiamo che tale insieme abbia in
(0,0,0) una singolarita. In effetti abbiamo che

T 2 z
Vf((E,y,Z) = (ga ?ya _Z)

che si annulla esclusivamente in (0, 0,0). Tale punto & quindi I'unico punto in cui non si applica il
Teorema della funzione implicita e (0,0,0) € F; tale punto & in effetti il vertice del cono.
Per quanto riguarda tangente e normale abbiamo che

tale vettore € ortogonale ad E e quindi



La retta ortogonale ¢ invece data da

2" 3
=(4,3,4) +((3,4,-6)) = {(2,y,2) €R® : 4w = 3y + 7,2z + 2 = 12}.

1 2
+ :(453a4) + NOY(E, (45374)) = (45374) + N(4,3,4)E = (4a3a4) + <(_a ) _1)>

Lo spazio tangente ¢ invece dato da

7w ={(z,y, 2 ) €R:(3,4,-6) (z,y,2) =0}
<( 2,0,1) (—4,3,0)).

Il piano tangente infine e dato da

{(z,y,2) €R®: (3,4,—6) - (x — 4,y — 3,2 —4) = 0} ={(x,y,2) € R® : 3z + 4y = 62}
=((—=2,0,1), (—4,3,0)).

Soluzione 3 La funzione ¢ definita sull’insieme
E={(r,y) eR?: -1<z<1,-1<y<1}.

Cerchiamo i punti stazionari interni ponendo

Vi(z,y) =

=0;

€ Y
<\/1 —22 /1 y2>
lunico punto stazionario ¢ quindi (0,0) che ¢ interno ad E; in tale punto la funzione vale
f(0,0) =

Per quanto riguarda la frontiera di F, abbiamo quattro vertici dove la funzione si annulla, mentre
e facile vedere che sui quattro lati di £ non ci sono punti stazionari vincolati. In definitiva

mbinf =0 assunto in (1,1),(=1,1),(-1,-1) e (1,-1),

mentre
mgxf =2 assunto in (0,0).

Soluzione 4 Il campo dato ¢ definito e derivabile nello spazio escluso dai tre piano £ =0, y = 0
e z = 0, che & 'unione di otto insiemi convessi e quindi semplicemente connessi. E facile verificare
che

rotF(z,y,z) =0,

quindi il campo & conservativo. Il potenziale si determina risolvendo il sistema

6_U($ Z)_l_i
81' )y’ _y 2)
w_1 =z
oy z P
o _1 y.
0z & 2%
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si trova che

xr z
Uy,2)=-+=+2+e
y T oz

Per quanto riguarda il calcolo del lavoro, siccome la curva € una curva regolare con punto iniziale
r(0) =(3,2,1)

e punto finale
r(1) =(3,2,2),

avremo che

2
/F~dF: U(3.2,2)-UB.2.1) = 3.

T

Soluzione 5 La serie data € una serie di potenze centrata in xy = 3 e con raggio di convergenza

1
limsup ¢/ —————— =1.
n—>+o§ 2n+1)vn+1

La serie converge pertanto sicuramente in (2,4) e non converge in (—o0,2) U (4, +00). Per z = 2
abbiamo la serie

el 1
nz:% 2n+1)vn+1’

mentre per x = 4 abbiamo la serie

S (G
Z 2n+1)vVn+ 1’

n=0
siccome entrambe le serie convergono assolutamente abbiamo convergenza puntuale e puntuale

assoluta in [2,4]. Siccome poi

o0 o0

1
=2 2n+1)vn +1

n=0

(=D"

(2n+1)Vn +1 (@=3)"

< 00,

n—0 TE€[2,4]

se ne deduce che in [2,4] la convergenza & totale e quindi anche uniforme e uniforme assoluta.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 16 luglio 2020

Esercizio 1 [6 punti] Determinare la soluzione del seguente Problema di Cauchys;

y'(0) =1;
della soluzione trovata determinare dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti] Determinare la terna di Frenet nel punto (1,1, 1) associata
alla curva r : [0, +o00) — R3?
r(t) = (1,15, 1%).

Esercizio 3 [6 punti| Determinare e classificare i punti stazionari della funzione

1 1

1
e T2 =2
f(x,y)—3xy+2xy+2y-

Esercizio 4 [6 punti| Calcolare il seguente integrale triplo

/ 2(2* + y?)dxdydz
E

con
E={(z,y,2) eR*: 2 +9* + 22 < R* 2 > 0}.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie di Fourier associata
alla funzione 6-periodica pari definita in [0, 3] da

t? t €0,1]

fz) =
(t—2)* tell,3].

Determinare quindi le somme delle serie numeriche

D g
k= k=1 k=1

1



Soluzione 1 L’equazione differenziale ¢ del secondo ordine autonoma; si pone quindi y'(t) = v(y)
e nella funzione v si ottiene il Problema di Cauchy

v(y)v'(y) = 2yv(y)
v(0) = 1.
Siccome si deve avere v(y) # 0, la soluzione del precedente Problema di Cauchy & data da
v(y) =y* +1.

Integrando quindi ulteriormente si arriva alla soluzione y(¢) in forma implicita

tany(t) =t te (—— —)
arctan
y ) Y )

da cui

y(t) = tant.

Soluzione 2 Abbiamo che

V() = (1,263, o(t) = [ (O = I+ 42+ 9,
da cui
r1)=(1,2,3), o) =["1)]=v14
e quindi
1
(1) = —=(1,2,3).
(1) = =(1.2.3)
Per determinare 7,.(1) usiamo la formula

r(t) = a(t) 7 (t) + v(t) ke ()7 (1).

Per usare tale formula calcoliamo quindi

1
' (t) = (0,2, 6t), a(t) =v'(t) = ———x=ox— (8¢ + 36>
()= (02,60, at)=v'(t) = Sl )

da cui
(1) = (0,2,6), a(l) =

S

Per la curvatura usiamo invece la formula

P <) _ VD
=T oE . T

Otteniamo quindi l'identita

22 219 _
—nN

0,2,6) = —(1,2,3) + v ~(1),

14

da cui

1
nr(l) = —=(—11,-8,9).

W= )
Infine per la binormale usiamo la formula

br(l) = 727"(1) X ﬁT(l) = (Sa -3, 1)'

ﬁ‘}_‘
Nej
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Soluzione 3 1l gradiente della funzione ¢ dato da

3 2
Vf(z,y) = (w29+wy,%+%+y);

i punti in cui tale gradiente si annulla sono tre, (0,0), (—=3/2,0) e (=1, —1/6). Le matrici Hessiane
nei tre punti stazionari sono date da;

3

1 > 7

Ay = H(0,0) = (8 ?) AQHf(g,()) <

1 L9
went (o) (3 1)

La matrice A; ¢ semidefinita positiva e quindi il calcolo differenziale non da informazioni, A ha

determinante minore di zero e quindi ¢ indefinita da cui il fatto che (—3/2,0) & un punto di sella,

mentre Az & definita positiva da cui il fatto che (—1,—1/6) & un punto di minimo locale stretto.
Per classificare (0, 0) I'unico metodo ¢ lo studio del segno di

f(xay) _f(O’O) = f(xay);

la funzione f si annulla negli insiemi

Bl O
—

2

fy=0}  {y=—2"-22"}

Tracciando il grafico di tali insiemi si nota che arbitrariamente vicino a (0, 0) ci sono sia punti in
cui f & negativa, che punti in cui f & positiva. Pertanto (0,0) ¢ un punto di sella.

Soluzione 4 Il metodo piu veloce per il calcolo dell’integrale &€ probabilmente passare per le
coordinate cilindriche

xr = pcost
y = psind
z =1t

con questo cambio di variabili ci troviamo a dover integrare sull’insieme

E={(t,0,9):0<t<R,0€0,2n],0 < o< VR2—12}.

Otteniamo quindi che

R 2 vV R2—t2
/z(m2 + y2dzdydz :/ fQ2Qdfde19=/ dt/ dﬂ/ to*do
E E 0 0 0

m [ 2 422 T 6
2/0 HR? —%)%dt = R,
Soluzione 5 Se si traccia il grafico della funzione estesa per periodicita, si nota che si ottiene una
funzione pari, continua e regolare a tratti di periodo in realta. Queste informazioni ci dicono che
la serie di Fourier converge puntualmente e uniformemente su tutto R alla funzione f; vedremo
che si ha anche convergenza totale.

Calcoliamo ora i coeffcienti di Fourier; avremo che b = 0 per ogni k > 1 in quanto la funzione

¢ pari, mentre
1
2
ap =2 [ t3dt = =,
o2 [ Par=g
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eperk>1

1
ag :2/ t2 cos(kmt)dt =
0
Vale quindi la seguente identita;

4

C»D|H

k=1
Valutando tale espressione per ¢t = 0 si ottiene che

1 < 4
§+;7r2k:2

da cui il fatto che

P k212’

se invece consideriamo ¢ = 1 trovamo che

da cui 'identita

Usando infine l'identita di Parseval si trova che

m2k2

(~ 1)k,

+ Z 7r2k:2 V¥ cos(kmt).

22/1t4dt1(—) +i
5 “Jo 2 ik’

da cui 'identita

=1
> 5=
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 20 agosto 2020

Esercizio 1 [6 punti] Determinare la soluzione del seguente Problema di Cauchy;

y"(t) — 3y (t) + 2y(t) = 3te!
y(0) =0

y'(0) =0.
Esercizio 2 [6 punti] Dire se I’equazione
e — e HMeos(z) —1=0

definisce implicitamente una funzione y = g(x) attorno al punto (7/2,0). Determi-
nare quindi il polinomio di Taylor di secondo grado della funzione g(x).

Esercizio 3 [6 punti] Determinare massimo e minimo della funzione

fz,y) = ze ¥

soggetta al vincolo
v -y =1

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare il lavoro del campo

20z —y 2yz+x
x2+y2’ x2+y2’

F(z,y,z2) = ( In(z® + yz))

lungo le tre curve
(cos(t),sin(t),0), (1,sin(t), cos(t)), (2 + cos(t), sin(t), "), t €10,2n].

Esercizio 5 [6 punti| Studiare le varie convergenze della serie di funzioni
fla) =Y a"(1-a)
k=0

dire in particolare se f & definita e continua in [0, 1] e calcolare quindi

/; f(z)dx.



Soluzione 1 L’equazione differenziale ¢ del secondo ordine lineare a coefficienti costanti completa.
La soluzione generale dell’equazione omogenea ¢ data da

yo(t) = cre’ + coe®.

Per la soluzione particolare usiamo il metodo di somiglianza e cerchiamo la soluzione nella forma
yp(t) = €' (at? + bt);

derivando e inserendo tale funzione nell’equazione si trova che a = —3/2 e b = —3. Imponendo
quindi le condizioni iniziali si trova che ¢; = —3 e ¢co = 3. Quindi la soluzione del Problema di
Cauchy ¢ data da
3
y(t) = 3e* — ¢t <§t2 + 3t + 3> .

Soluzione 2 Posto
f(za y) = ezy - 672y COS(:C) - 15

(5) -0

notiamo che

Vi (,y) = (ye™ + e W sin(a), e +2e W cos(a)), VS (5.0) = (1.5):
pertanto possiamo dire che attorno a (%,0) il livello Ey(f) ¢ localmente grafico y = g(z) con
g(7/2) = 0. Per calcolare le derivate di g deriviamo nell’equazione

9@ _ ¢729(2) cog(z) — 1 = 0;

troviamo ad esempio che
(9(30) + wg'(x))ezg(z) +2¢/(2)e=29®) cos(z) + e 29@) sin(z) = 0,

da cui il fatto che

Derivando ancora troviamo poi che

2
0 :(Qg'(x) + xg”(x)) e®9@) 4 (g(m) + J:g’(ac)) 9@ 4 24" (1)e29®) cos(x)+
—4g'(2)2e729®) cos(z) — 4g'(x)e” 9@ sin(z) + e 729 cos(z),
da cui
,, (i) _ 2r+8
9 \3) 7 w2

Abbiamo quindi che il polinomio di Taylor di secondo grado & dato da

1(5)+o () (+-3) +3 (5) (o= 3) =2 (=-5) - "= (+-5)

Soluzione 3 Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange

L(z,y,\) = ze ™ Y — Mz? —y? —1);
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i punti stazionari liberi di tale funzione si determinano risolvendo il sistema

e V(1 — 22%) — 2z = 0,
72xyefmz’y2 + 2 \y =0,
22 —y? =1.

Tale sistema ha come uniche soluzioni i punti (1,0) e (—1,0) con moltiplicatori rispettivamente
A= —1/2¢c e A = 1/2¢ e valore di f pari rispettivamente a —1/e e 1/e. Per poter dire cha tali punti
sono di minimo e massimo dobbiamo premettere alcune cosiderazioni.
L’insieme
E={(z,y) eR?:2? —¢y> =1}

¢ chiuso ma non limitato (E & composto da due rami di iperbole). Quindi, nonostante f sia
continua, il Teorema di Weierstrass non si applica. Notiamo pero che nella parte illimitata di E si
ha che, grazie al fatto che per (x,y) € Esihaa? =1+y? e y? =1+ 22,

(@) = Va2 + 42 = V222 + 1= /22 + 1 = +oo

se e solo se contemporaneamente || — +00 e |y| = +00. Tenuto presente quindi che

e . .2
lim xze™® =0, lim e ¥ =0,
|z| =400 ly|——+o0
ne deduciamo che .
lim rze ¥ 7Y =0.
(zy)€E,
[I(z,y) || —=+o0

Abbiamo quindi che (—1,0) & un punto di minimo con minimo pari a —1/e e (1,0) & un punto di
massimo con massimo pari a /e.

Soluzione 4 Il campo ¢ irrotazionale ma non & conservativo; si noti che il suo dominio ¢ in effetti

R*\ {(z,y,2) € R?: (z,y) = (0,0)}

che consiste dello spazio privato dell’asse z. Tale insieme non & semplicemente connesso. In effetti
la circuitazione di F' lungo la curva chiusa

r1(t) = (cos(t), sin(t), 0), t €10, 2m)

e data da
2
7{ F-dr :/ F(cos(t),sin(t),0) - (= sin(t), cos(t), 0)dt
1 0
2m
:/ (—sin(t), cos(t),0) - (—sin(t), cos(t), 0)dt = 2.
0
Il campo F' ammette pero potenziali locali; sono due potenziali per F' le due funzioni
2 2 z 2 2 Y
zln(xz® + y°) — arctan <—> + ¢, zln(z® + y*) + arctan (—) +c,
Y x

il primo definito per y # 0 e il secondo per z # 0. Quindi il campo F' & conservativo nel semispazio

{(z,y,2) €R®: x>0}
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con potenziale
Uz,y,2) = zIn(x? 4+ y*) + arctan (g) + ¢
x

le due curve
ro(t) = (1,sin(t), cos(t)),r3(t) = (2 + cos(t),sin(t), e'), t € [0, 2n)

sono contenute in tale semispazio. Pertanto, dato che ry € chiusa, allora

]{ F-diy =0,
T2

mentre per 73 possiamo scrivere che

jé F - dis =U(r3(27)) — U(r3(0)) = U(3,0,1) — U(3,0,e>7)

T3

=2(e*" —1)In3.

Soluzione 5 Se poniamo y = z(1 — z), vediamo che

flo)y=> a"1—a)f =3 ¢

k=0

che & una serie di potenze in y (serie geometrica di ragione y) la cui somma & data da

3 e
3) —
Si ha convergenza puntuale e puntuale assoluta per y € (—1, 1), uniformemente e totalmente in ogni
intervallo chiuso e limitato contenuto in (—1,1). Passando alla varibile x, si ottiene convergenza
puntuale e puntuale assoluta per |z(z — 1)| < 1, cioe per

1-+/5 1++5

<z< ,
2 v 2

con convergenza uniforme e totale in ogni intervallo [a, b] con 1*2‘/5 <a<b< 1+2_\/g Abbiamo
quindi convergenza totale e uniforme in [0,1] ed in tale intervallo pertanto f & continua. D’altro

. . o . 1_\/5 1+\/5 5 N
canto, se in (3) poniamo y = x(1 — x) troviamo che per ~5* < x < <5 vale l'identita

_ 1
T 1l—z+ 22

f(z)

La continuita di f implica la sua integrabilitd in [1/2, 1] con integrale pari a

1 1 1 -
/éf(m)dm—/; 1—x+z2d$_3\/§'
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 10 settembre 2020

Esercizio 1 [6 punti] Determinare, al variare del parametro a > 0, le soluzioni del
seguente Problema di Cauchy;

Indicare in particolare il dominio delle soluzioni trovate e tracciare un grafico qua-
litativo.

Esercizio 2 [6 punti] Dire se il sistema

22yt — 2 =1
xy+yz—xz+3=0

definisce implicitamente attorno al punto (1, —1,1) una curva e determinare quindi
la curvatura della curva in tale punto.

Esercizio 3 [6 punti] Determinare e classificare i punti stazioni della funzione

fx,y) ="t (:1:2 + oy + 2y2).

Esercizio 4 [6 punti] Determinare il volume dell’insieme

33‘2

2
E:{(:p,y,z)ER?’:Z+%§z§3—x—y}.

Esercizio 5 [6 punti| Calcolare, giustificando i vari passaggi, il seguente limite

2

1 T
lim In <1 -+ sin (—2>) dz.
n——+oo 0 n



Soluzione 1 Si noti che si deve avere y(t) # 0; riscrivendo ’equazione nella forma

_ 2
{ v -5

Le soluzioni stazionarie sono yg = £1; quindi se il dato iniziale & a = 1, la funzione y(t) =1 &
la soluzione del Problema di Cauchy.
Per determinare le soluzioni non stazionarie si riscrive I’equazione nella forma

= S()t)le(t) -

che integrata fornisce la soluzione
y(t) = V1—-(1—-a?)e?;

tali soluzioni sono definite per ogni ¢ € R se a > 1, mentre sono definite per ¢ > Inv1 — a? se
O0<a<l.

Soluzione 2 Stiamo cosiderando I'insieme E(;_ 3)(f) della funzione
f(z,y,z) = (:E2 + y2 — 22,:cy +yz — :cz);

la sua matrice Jacobiana ¢ data da

Tf(2,y,2) = ( y2:c 2y -2z )

-2 TrT+z yY—=z

che nel punto (1, —1,1) diventa

2 -2 =2
Jf(l,—l,l)_(2 9 2).
Tale matrice ha rango 2, pertanto il Teorema si applica; dato poi che

-2 =2
detJ(eg,eg)f(lv —1,1) == det ( 9 _9 ) =8 #0,

possiamo dire che (y, z) = g(x) = (91(x), g2(z)). Le funzioni g1 e g2 sono quindi definite implicita-

mente dal sistema
2? + gi(x)? — ga(z)? = 1
zg1(x) + g1(7)g2(2) — 2g2(2) + 3 = 0.

La curva che quindi localmente parametrizza I'insieme E(; _3)(f) ¢ datadar: (1 —¢,1+¢) — R3
T(.’I]) = (:L'a g1 (:C)a g2 (ZC))

Anzitutto notiamo che g1 (1) = —1 e g2(1) = 1; derivando nel sistema troviamo che

{ 2w+291( )94 (:6)—292( )g5(x) =0
1(7) + 291 (7) + g1(2)g2(2) + g1(2)g5 () — ga(x) — zgs(w) = 0,
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che per x = 1 fornisce i valori g1 (1) = 1 e g5(1) = 0. Derivando ulteriormente arriviamo al sistema

{ 24291 (2)? + 2g1(x) g (x) 292( ? — 2ga(x) g4 (x)
291 () + xgy (z) + g (x)g2(w) + 241 (z)g5 () + g1()g5 ( —2g5(x) — xgy () =0,

che per & = 1 fornisce i valori g7 (1) = 1/2 e g5 (1) = 3/2. Pertanto

13
(1) = (1,1,0 "(1)=1(0,=,=].
Y=o, = (0.5.5)
La curvatura ¢ quindi data da

(1) < (W) _ V19
[l (D)I? 42

Soluzione 3 Il gradiente della funzione ¢ dato da

k(1) =

Vi(x,y) = (e (a? + 2y + 207 + 22+ 5), "V (2? + zy + 2y + 2 + 4y));
lequazione V f(z,y) = 0 porta al sistema

20 +y =x + 4y
224y +2y2+x+4y=0

che ha come soluzioni (0,0) e (—3/2,—1/2) che sono quindi gli unici due punti stazionari. Per
classificarli calcoliamo la matrice Hessiana di f;

2ty +2y2 +4r+2y+2 2?2 +ay+2y2 +3x+5y+1
Hf(z,y) ="
224y +2y2+3x+5y+1 22 4+axy+2y>+2x+8y+4

Otteniamo quindi le due matrici

21 3 1 _e,g -3 =5
2

A=Hf0,0) = , B:Hf(_?__

1 4 2 5 1

Siccome A1) =2 > 0 e detA = 7 > 0 ne deduciamo che A ¢ definita positiva e che quindi (0,0) &
un punto di minimo locale stretto, mentre B(Y) = —3¢7/2 < 0 e detB = —4e~* ne deduciamo che
B ¢ indefinita e quindi (——3/2, —1/2) ¢ un punto di sella.

Soluzione 4 L’insieme di integrazione e semplice in direzione z, pertanto

3—z—y 2 y2
Vol(E) = /dacdydz—/ dxdy/ dz—/ (3—$—y—z—§> dzdy.

Il dominio D ¢ determinato dalla condizione

1,2

2
Y
— <3 -7 —
p g S3Tey

che puo essere riscritta nella forma

22 4+4x  y?+9y
< 3;
4 * 9 -
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completando a quadrato e semplificando, I’espressione precedente puo essere riscritta nella forma

(0427 Aly+)

<l1.
25 225 -

Riconosciamo quindi una ellisse di semiassi 5 e 15/2 centrata in (—2,—9/2). Passiamo quindi alle
coordinate ellittiche

1
(x,y) = F(o0,0) = (—2—1—5900519,—% + ;Qsinﬂ) .

Il determinante Jacobiano di tale cambiamento di variabili € dato da

detJF(p,9) = ?Q;

Iintegrale diventa quindi

2 y? 25 (r+2)2  4(y+9/2)?
VOIE:/ (3—x—y————)dmdy:—/ (1— — )dmdy
(E) D 4 9 4 Jp 25 225

25 [T 1 75 625
== dv 1—0%)—pdo = —.
1), /O( 9)299 g7

Soluzione 5 Abbiamo che per ogni x € R

2

lim — =0.
n—-+oo 77,2

Quindi per la continuita delle funzioni seno e logaritmo

SCQ
lim In <1 +sin (—2)) — 0.
n—-+oo n

Per calcolare il limite dell’integrale studiamo la convergenza uniforma per x € [0,1]. Ma in tale

insieme abbiamo che
T T T
0<In(1 sin(—) <sin(—)<—< .
- ( + n2 ) - n2/ — n?2 — n?
sup

In (1 + sin (I
z€[0,1] n

In (1 +sin (Z_z))

converge uniformemente a 0 in [0, 1]. In definitiva

1 22
lim In (1 + sin (—2)> dr =0.
n—-+o0o 0 n

Pertanto

L\.’)|NJ
N———
~__

e quindi la successione di funzioni
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 22 dicembre 2020

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

ot
1+ ¢2

Yy (t) = y(t) + (t + 1) sin(t)

Esercizio 2 [6 punti] Dire, al variare del parametro a € R, se e dove sull’insieme
E,={(z,y,2) €R® :ayz = 1,2’ +* +2° = a}

sono verificate le condizioni del Teorema della funzione implicita. In particolare,
determinare a per cui (1,—1,—1) € E, e dire se si puo scrivere intorno a tale punto
(z,y) = (g9(2), h(2)), determinando quindi la curvatura di F, in (1,—1,—1).

Esercizio 3 [6 punti| Calcolare il seguente integrale di superficie
/(:1023/2 + 9% + 22%)d%
2

con X = {(z,y,2) € R?: 2% + > + 2* = R?*}.

Esercizio 4 [6 punti] Determinare il dominio della funzione

fla,y) = V=22 + 4y2 — 2| + 2y In(2? + 4y?)
e su tale dominio determinare massimo e minimo di f.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della successione di funzioni
foi[l,4+0) = R
folz) =1 —x)z™".



Soluzione 1 L’equazione é lineare del primo ordine; pertanto, posto

to2s
At) = ds = In(1 +
(0= [ Trgds =tn(1 +£),

troviamo la soluzione

3 t
sin(s)ds = (1+t2)(tcos(t)+/0 cos(s)ds) — (1+2)(sin(t) — t cos(1)).

u(t) = (1+t2)/0 TL

+ s
Soluzione 2 La matrice Jacobiana della funzione
fla,y,2) = (zyz,2° +4° + 2%)
e data da
s = (3o b )

Il Teorema della funzione implicita si applica nei punti in cui tale matrice ha rango 2; cerchiamo
pertanto tutti i punti in cui il rango non € 2 che sono dati dai punti per cui

(yz, w2, 2y) x (32%,3y%,32%) = (3z(2* — ¢*), 3y(a® — 2°),32(y° — %)) = 0;

otteniamo pertanto il sistema

(23 —y3) =0
y(a® —2%) =0
2(y3 —2%) = 0.

Tale sistema ha per soluzione i punti della forma (x,0,0), (0,y,0), (0,0,z2) e (x,z,z). Nessuno
dei punti (z,0,0), (0,y,0) e (0,0, z) appartengono ad E,, mentre i punti della forma (z,z,z) vi
appartengono se e solose a =3 e x = 1.

Per quanto riguarda (1,—1,—1), tale punto appartiene a F; ed in tale punto il Teorema si
applica; in particolare, visto che la matrice Jacobiana di f in tale punto ¢ data da

1 -1
det(3 3 ):6750,

allora possiamo dire che (z,y) = (g9(2),h(z)) con (1,—1) = (g(—1),h(—1)). Per determinare la
curvatura di £y in (1,—1,—1) si usa la parametrizzazione

e visto che

e per la curvatura di E; in (1,—1,—1) si usa la formula

I7'(-1) % (=)
N TSI E

Per determinare le derivate di 7, e quindi di g e h, si usano le identita



Derivando due volte si ottengono le identita
r'(=1) = (0,-1,1), r'(=1) = (3,1,0),

da cui

_-13.3) _ V9
[0 -LDF ~ 23

Soluzione 3 Anzitutto notiamo che per motivi di simmetria si puo semplificare 'integrale e dire
che

kr(_l)

/ (z%y® +y° + 22%)dx2 / (z2y? + 222)dx.
b b))

A questo punto possiamo parametrizzare ¥ mediante
r(t,s) = (Rcos(s)sin(t), Rsin(s)sin(t), R cos(t)), s €10,2n],t € [0, 7).

Tenuto conto che
lre(t, s) x rs(t, 8)|| = R? sin(t),

possiamo concludere che
2w ™
/ (z2y? + 222)d2 :/ ds/ (R* cos(s)?sin(s)? sin(t)* + 2R? cos(t)?) R? sin(t)dt
b 0 0

27 T ™
=R / cos(s)? sin(s)?ds / sin(t)°dt + 47 R* / cos(t)? sin(t)dt
0 0 0

4 8
=—7mRS+ — 7R
BT taT

Soluzione 4 Il logaritmo & definito per x? + 4y > 0 e cio¢ per (x,7y) # (0,0), mentre la radice &
definita per
—|a® +4y® — 2| > 0,

condizione che ¢ soddisfatta se e solo se
22+ 4y —2=0,

cioe se )

T
—+2yt =1
g T

Il dominio della funzione f & quindi dato dall’ellisse centrata nell’origine di semiassi v/2 e 1 / V2
che puo essere parametrizzata mediante

1
r(t) = \/§cost,—sint , t € |0,27|;
() = (Vcos(t), 5 sno) ) 0,27
ristretta a tale curva la funzione diventa

g(t) = f(r(t)) = cos(t) sin(t) In2 = thQ sin(2t).

Derivando troviamo che
g'(t) =In2cos(2t) =0
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per 2t = 5 + km, k € Z che per ¢t in [0, 27] fornisce le soluzioni

L m 3m bw Trw
474747 4
che determinano i punti (1, 3), (1, 3), (=1,—3) e (1, —3). In corrispondenza di (1, 3) e (=1,—3)
la funzione vale “—, mentre in cornspondenza d1 (—1,4) e (1,—3) la funzione vale *IHQ Quindi
In2 1 1
max f = n_, assunto nei punti (1,= |, —-1,—= ],
pH’ 2 2 2
mentre
In2 . . 1 1
max f = ——, assunto nei punti ( —1,=),(1,—= ).
D(f) 2 2 2

Soluzione 5 Notiamo anzitutto che f,(1) =0 e quindi

lim f,(1)=0.

n—-+o0o
Per x > 1 possiamo invece scrivere

1 1
. —n+1 - _
fn(x) z x xn pn—1

—0

in quanto ™ — +4o00. La successione di funzioni converge quindi puntualmente a 0. Studiamo ora
la convergenza uniforme, cioe vediamo se

lim_sup|fu(@) - fz)] = lim sup(e - L)a"

n~>+ooz>1 n—-+oo z>1

La funzione
1—c

:L-n

e negativa per z > 1, nulla in 1 e tale che

1—x

lim
rz—+oco "

=0 (n >2).

Determiniamo il massimo di tale funzione mediante derivata nulla;

(I-n)z+n n 1
TZO perzn:m—lJr—l
Abbiamo pertanto che
1-— 1
lim sup(z —1)z™" = lim ™ lim - 7z =0
n—+00 ;>1 n—+o00 .’L'Z n—too n—1 (1 + 1 )
n—1

grazie al limite notevole

1 n—1
lim <1 + > =e.
n—+oo n—1

Ne deduciamo la convegenza uniforme in [1, +00).
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 7 gennaio 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t) = y'(t) = 2y ()™,

y(1) = 0.

y'(1) =2
della soluzione trovata determinare dominio e tracciare un grafico qualitativo.
Esercizio 2 [6 punti] Data la parametrizzazione dell’ellisse

r(t) = (3cos(t), sin(t)), t €[0,2n],

determinare la circonferenza osculatrice per ¢ = 7/s.

Esercizio 3 [6 punti| Calcolare il seguente integrale triplo

/ 22 zdxdydz
E
con
2y
E:{(x,y,z)ERgzZ+§+22§4,y20,220}.
Esercizio 4 [6 punti] Dire se la funzione f: B;(0,0) — R
1
f(x,y) = [ —

e concava o convessa; dire inoltre, ed in caso determinarli, se esistono massimo e
minimo di f su B4(0,0).
Esercizio 5 [6 punti| Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

e}

fla)=) (z—a?)

k=0

e determinare esplicitamente la funzione f, cioeé la somma della serie come funzione

di z.



Soluzione 1 L’equazione data ¢ del secondo ordine autonoma; si pone quindi y'(t) = v(y) e
tenendo presente che 2 = 3/(1) = v(y(1)) = v(0), si arriva al Problema di Cauchy

v(y)v'(y) = v(y)® — 2v(y)e™?,
v(0) = 2.

Siccome v(y) = 0 ¢ soluzione dell’equazione ma non soddisfa la condizione iniziale, dividendo per
v(y) si arriva al Problema di Cauchy

V(y) = vly) =27,
v(0) = 2.
L’equazione data ¢ del primo ordine lineare la cui soluzione ¢ data da
v(y) =e¥ + e Y.
Tenendo presente che v(y) = y(t), siamo ora ricondotti al Problema di Cauchy

y/(y) O e—y(t)’

tale equazione e a variabili separabili la cui soluzione va cercata fra le soluzioni non stazionarie da
determinare dall’identita
(1)
Y

ey(t) + e*y(t)

Integrando, troviamo che la soluzione in forma implicita & data da

arctan(e¥®) =t — 1 + %;

dato che e¥® > 0, tale soluzione & ben definita fintanto che
T m
O<t—14—-< —=.
+ 4 2

In definitiva si trova che la soluzione del Problema di Cauchy originario in forma esplicita & data
o () = Int (t 1+7r) te(l 7T1+7T)
=lIntan (t — — - = — .
Y . 1) 1]

Soluzione 2 Per la circonferenza osculatrice usiamo la formula

¥-(t) = ¢ (%) + or (%) (Cos(t)ﬂ (%) + sin(¢)7, (%)) ,

« () =r(5) + (&) (5)

con centro

Dalle identita

r'(t) = (=3sin(t), cos(t)), I ()] = \/9 sin(t)? + cos(t)?,
3

r"(t) = (=3 cos(t), —sin(t)), k(t) = 3

) = ®) ®) ®) (9sin(t)? + cos(t)?)2
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ricaviamo che

1 1 1
8 T B O o P VG 3
6 2 72 6 22 6 V3 6
Per il calcolo della normale principale possiamo usare I'identita
r(t) = a(t)7e(t) + () ke ()70 (2);

tenendo presente che

() — 8sin(t) cos(t) G =
alt) =v'(t) = \/9sin(t)2 +cos(t)2’ ( ) =2

(5= (27)

Il centro della circonferenza osculatrice &€ quindi dato da

o (Z) = (B) e (D) i (5) - <3<¢§2 1 —2\/§>

da cui la parametrizzazione della circonferenza data da

Yr(t) = (m V3 S5 1-v3 + gcos(t) V3 sin(t)) .

troviamo che

5 —5 cos(t) — 3 sin(t),

Soluzione 3 Possiamo riscrivere I'insieme FE nella forma

562 y2 22
E = 2 ERY 4+ 4+ <1,y >0,2>0;
{(wyz) Gttt Sly=20z22 }

riconosciamo quindi un ellissoide con semiassi 4, 6 e 2 contenuto nella regione y > 0 e z > 0. Per
calcolare 'integrale passiamo pertanto alle coordinate ellittiche

(x,y,2) = F(o,9, ) = (4o cos(?) sin(p), 60 sin(¢) sin(p), 20 cos(p)).

Dato che
detJF (0,9, ) = —480” sin(yp)

e che in coordinate ellittiche I'insieme E diventa
B =10,1] x [0,7] x [0, g} ,

I'integrale diventa

/ x?zdxdydz :/ 1607 cos(1)? sin(p)?20 cos(p)480? sin()dodddy
E [0,1]x[0,7]x[0,%]

1 T z
=48 - 32/ g5dg/ (;os,(19)2d19/2 cos(p) sin(9)3dy = 327
0 0 0
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Soluzione 4 Essendo la funzione di classe C?, studiamo la concavitd e la convessita mediante la
sua matrice Hessiana. Possiamo notare che la funzione data ¢ radiale nella forma

1 1

T2 = 9@y, 9(t) =1

f(x’y)zl—x Y ——t2’ te[O,l).

Se ne deduce che la funzione & convessa se e solo se g’ > 0 e g” > 0; siccome

2t 6t% + 2
/ 1
t) = ——= >0, )= ——= >0,
ne concludiamo che f & convessa, strettamente convessa in quanto la derivata prima si annulla solo

per t = 0 e la derivata seconda e strettamente positiva.
Per la seconda parte dell’esercizio notiamo che
1

2

m ———— = +00;
l@y)ll—1-1—a%—y ’

questo implica che

sup  f(x,y) = +o0,
(x,y)€B1(0,0)

cioe f non & superiormente limitata in B1(0,0) e quindi non ammette massimo. Siccome poi

2x 2y
Viz,y) = ((1 22— y2)2 (122 y2)2) = (0,0)

se e solo se (z,y) = (0,0), abbiamo che f ha un unico punto stazionario in (0,0). La stretta
convessita di f implica quindi che (0,0) & punto di minimo assoluto su B;(0,0) con f(0,0) =1
Soluzione 5 La serie data ¢ riconducibile ad una serie di potenze ponendo

— 2.
Yy=x—x

con tale sostituzione troviamo infatti la serie
o0
k
gw) =y
k=0

che e una serie geometrica di ragione y. Tale serie converge puntualmente e assolutamente per
y € (—1,1), totalmente, uniformemente e uniformemente assolutamente negli intervalli chiusi e
limitati contenuti in (—1,1). Essendo una serie geometrica vale pure 'identita

Tornando alla variabile z, la condizione —1 < z? —x < 1 diventa z € (1/2 — V5/2,1/2 + V5/2); in
tale invervallo abbiamo convergenza puntuale e puntuale assoluta, mentre si ha convergenza totale,
uniforme e uniforme assoluta in [a, b] per ogni

1 5 1 V5
S <b< =
5 g SesV<gt
otteniamo infine I’identita )
flz) = p—t
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Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 28 gennaio 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y"(t) + 9y (t) = sin(t) + e,

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri l'insieme
E={(r,y,2) € R®: 2* +y* + 22 = 1,162° + 16y> + 2* = 4};

si calcoli quindi tangente, ortogonale e curvatura di £ in (1/vio, 1/vio, —2/v5) moti-
vando le risposte e i teoremi usati.

Esercizio 3 [6 punti] Calcolare il volume del solido ottenuto ruotando attorno
all’asse = l'insieme
D ={(z,y) e R® 1y > 2* || > y*}.

Esercizio 4 [6 punti] Determinare il dominio della funzione

flay) =y — ot + /1 — a2 — y%

determinare quindi massimo e minimo di f.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze in R\ {0} della successione di
funzioni

folz) =n(z—1)z™

e calcolare

n—-+4o0o

lim /3 folz)dz.
2



Soluzione 1 La soluzione dell’omogenea & data da

yo(t) = c1 + coe .

Per la soluzione particolare usiamo il principio di sovrapposizione; cerchiamo la prima soluzione
y1(t) nella forma
y1(t) = acos(t) + bsin(t);

imponendo I'identita
Y (1) + 9y () = sin(t)

troviamo che

9 1
yi(t) = ~% cos(t) — = sin(t).
Per quanto riguarda il secondo termine forzante cerchiamo la soluzione nella forma
yo(t) = ae®;

imponendo l'identita
y'(t) +9y'(t) = e

troviamo che 1
ya(t) = Zem.

In definitiva la soluzione ¢ data da

9 1 1
y(t) =1+ 0267% T 32 cos(t) — 2 sin(t) + ﬁe%;

quella che soddisfa le condizioni iniziali ¢ determinata da ¢; = /18 e co = —71/8118, quindi

41 7 9 1 1
A= 2 e ) — o sin(t) 4+ — 2t
y(t) = 735 T 5118° gg Cos(t) — gz sin(t) + 5o e

Soluzione 2 Per fare questo esercizio si puo procedere in due modi, o mediante il teorema della
funzione implicita o riscrivendo I'insieme nella forma

E = {52% + 5y* = 1,52 = 4};

riconosciamo quindi due circonferenze di raggio 1/v5 nei piani z = +2/v5. Di queste quella che
contiene il punto assegnato puo essere parametrizzata da r : [0, 27r] — R?

r(t) = L (cos(t),sin(t), —2)

V5

che passa per il punto dato quando t = 7/4. Siccome tale circonferenza ha curvatura costante pari
a /5, questa sara la curvatura di E nel punto dato, mentre il vettore

1
" (3)=—=(110
)=t hho
e tangente da cui
Tty m,vi,—2ve) B = ((—1,1,0))
mentre
Ny ums,yvm,—zve B ={(z,y,2) e R® 1y =z},
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Soluzione 3 Possiamo applicare la formula per il volume del solido di rotazione e ottenere che
! 9 4 37
Vol(E) = 7r/ (VIlY? — o)z =
-1
Soluzione 4 Il dominio di f € individuato dalle due disequazioni
y? -2t >0, 1-a2" -y

otteniamo pertanto l'insieme

BE={(z,y) eR*: [y| > 2* 2® +y* <1}

che ¢ dato dalla parte del piano contenuto nel cerchio unitario e compreso dalle due parabole £z2.
Tale insieme ha una parte interna

(B)° ={(z,y) eR?: [y| > 2*,2° + y* < 1},

2 contenuti nel cerchio unitario,

\/52—1,1\/52—1)'

e una frontiera costituita dai due archi di parabolay = 22 ey = —2

due porzioni di circonferenza tagliate dalle parabole e i cinque punti (0,0), (£
Notiamo preliminarmente che

f0.00=1, f[+ ﬁ;l,ﬂg’l 0.

Si nota anche che f & di classe C! in (E)° con

2z x y Y
Vf(x,y):<_\/y2—[1]4_\/1—,’1]2—y2’\/y2_$4_\/1_$2_y2>

che si annulla in (0, £1/v2) dove la funzione vale 1.
Lungo le parabole y = 22 la funzione diventa

flz,+2%) =1 — 22 — 24

che viene massimizzata quando si massimizza 1 — 2% — z%, cioe in corrispondenza di = = 0 dove f

gia sapevamo che vale 1, Restano gli archi di circonferenza y = +v/1 — 22 lungo i quali f diventa

fo,40%) = V=22~ o

otteniamo altri due punti candidati massimi in corrispondenza di x = 0 dove f vale 1.
Siccome non ci sono altri candidati ad essere massimo o minimo se ne conclude che

mgxf =2, assunto in (0, £1/v2),

mentre

V-1 /5-1

inf=20 to i + +
min f , assunto in 7 5
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Soluzione 5 Si nota che f,(1) =0, per |z| > 1

lim n(z—1)z7" =0
n—-+oo
per |z| <1
lim_|fa(2)] = +oo

n—-+oo

ed infine f,(—1) = —2n(—1)". Pertanto f,, converge in (—oo,—1)U[l+o0) a f(z) = 0. Studiamo
la convergenza uniforme; consideriamo separatamente (—oo, —1) e [1, +00).
Per quanto riguarda [1,+00) per calcolare

sup | fn(z) = f(2)] = sup fu(z)

x>1 z>1

notiamo che

fn(1) =0, lim f,(z) =0.

Tr——+00

Inoltre fn(z) >0e
fi(z) = ngg’”fl(q}(l —n)+mn)

che si annulla in

zn:nﬁlzlJrnil >1
Si nota che )
falan) =
(1+:5)
In conclusione ) 1
lm sup |[fa@) = fl2)| = lim m ==

e quindi non c¢’¢ convergenza uniforme in [1 + c0). Perd se a > 1, allora z > n < a se n > 4/(a—1)
e quindi
lim Sup'fn(‘r) - f(.%')| = lim fn(a’) =0

n—-+oo >a n—-+o0o
da cui la convergenza uniforme in [a, +00) per ogni a > 1.
Per quanto riguarda (—oo, 1) abbiamo invece che

sup | fn(z) — f(z)| = sup[fn(z)| = lim |fn(z)| = 2n
<l rx<1 r—1

e quindi
lim sup |f,(z) — f ()] = +o0

n—+oo <1

da cui la non convergenza uniforme in (—oo, 1). Ancora si nota che se a > 1 allora

lim sup |fu(x) — f(z)| = lim |fu(—a)|=0.

n~>+ooz<,a n—-+oo

In definitiva abbiamo convergenza uniforme a zero in (—oo, —a] U [a, +00) per ogni a > 1 e quindi
per il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale

3
lim / fu(x)dz = 0.
2

n—-+oo
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 18 febbraio 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

(1) = Sy(0) — 26'y(0)"
y(0) = —%-

Della soluzione trovata determinare dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti] Dire se su {(z,y,2) € R®: 2> +2y? = 3,z +2y+2 = 0} sono
soddisfatte le condizioni del Teorema della Funzione Implicita; determinare quindi
tangente e normale in (1, —1,1).

Esercizio 3 [6 punti] Scrivere il polinomio di Taylor del secondo ordine centrato
in (0,0) della funzione f(z,y) = sin(e” — cos(y)) — x e calcolare

sin(e® — cos(y)) — x

lim
(2,5)-(0,0) z? + y?
Esercizio 4 [6 punti] Parametrizzare 'insieme {2? + 2y*> = 3,2 + 2y + z = 0}
e calcolare la circuitazione di F(z,y,2) = (22,9% 2%) lungo tale insieme; data poi
r: [0,1] = R3 una curva regolare con r(0) = 0 e (1) = (1, —1, 1) calcolare I'integrale
di F' lungo r.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie di Fourier associata
alla funzione 27—periodica pari definita in [0, 7] da

1 se0<xr<1

fx) =

0 altrimenti.

Determinare quindi le somme delle seguenti serie numeriche:

Zosin(k) = (—1)¥sin(k) = sin(k)cos(2k) <= sin(k)?
D D D P P e D Dl

k=1 k=1 k=1 k=1



Soluzione 1 L’equazione ¢ del primo ordine di tipo Bernoulli; siccome la funzione nulla non e
soluzione del Problema di Cauchy, dividiamo ’equazione per y(t)* ed otteniamo per v(t) = y(t)~3

il seguente Problema di Cauchy
V' (t) = —v(t) + 6e’,

v(0) = =8.

Si ottiene in definitiva la soluzione

y(y) = (3" — 11777
tale soluzione & definita per ¢ # In y/11/3 e quindi nell’intervallo (—oo, In 1/11/3).
Soluzione 2 Andiamo a calcolare la Jacobiana della funzione

9(z,y,2) = (2® + 2% 2 + 2y + 2)

2¢ 4 0
Jg(z,y,Z)< 1 2y 1)-

Tale matrice non ha rango 2 solo nei punti della forma (0,0, z), ma nessuno di questi punti
appartiene al nostro insieme. Per quanto riguarda tangente e normale in (1, —1,1) abbiamo che

2 -4 0

e quindi gli spazi tangente e normale sono dati

che ¢ data da

T(l,fl,l)E :<(2’ _4’0) X (L 2, 1)) = <(_4’ _2’8» = <(_25 _154)>
={(—2t,—t,4t) : t e R} = {(z,y,2) ER® : x = 2y, 2 + 2y + 2z = 0},

N(L—l,l)E :<(17 727 0)5 (17 25 1)>
={(t+s,—2t+2s,8):t,s € R} = {(2,y,2) €R®: 22 — y + 42 = 0}.

La retta tangente e il piano ortogonale invece sono dati da

(1, 71, 1) + T(l,—l,l)E :{(1 - 2t, —1-— t, 1+ 4t) 1t e R}
={(z,y,2) eR®: 0 =2y + 3,2+ 2y + 2z =0},

(L,=L, 1)+ N1 nE={(1+t+s-1-2t+251+5):t,s€R}
={(2,y,2) ER®: 22 —y + 42 = 1}.

Soluzione 3 Notiamo anzitutto che f(0,0) =0 e
Vf(z,y) = (cos(e® — cos(y))e® — 1,cos(e” — cos(y)) sin(y)) , V£(0,0) = (0,0),
mentre per la matrice Hessiana in un punto generico (z,y) si ha che

ﬂ(m, y) = —sin(e® — cos(y))e*® + cos(e” — cos(y))e

Ox?

x

316



aax—gy(x, y) = —sin(e® — cos(y))e” sin(y)
g—y‘é(x, y) = —sin(e® — cos(y)) sin(y)? + cos(e” — cos(y)) cos(y)

e quindi la matrice Hessiana in (0,0) diventa

10
Hf(0,0) =
0 1
Quindi
1 o, o _ T2+y? 2, .2
Avremo quindi che
)
(@y)—(0,0) 22 +y* 2
Soluzione 4 L’equazione
2 4+2y2=3
definisce nel piano zy una ellisse di semiassi v/3, \/3/2. Ricavando z = —z — 2y possiamo

parametrizzare il nostro insieme mediante r : [0, 27r] — R3

r(t) = (\/gcos(t), \/gsin(t), —V/3cos(t) — \/ésin(t)> .

Non usiamo tale parametrizzazione per calcolare la circuitazione in quanto F' ¢ irrotazionale
rotF(z,y,z) = (0,0,0)

e il suo dominio & D(F) = R? che ¢ semplicemente connesso. Quindi F & conservativo e la sua
circuitazione ¢ nulla. Notiamo inoltre che un potenziale per F' ¢ dato da

ot +y + 28
U('Tayaz) = f;

quindi il secondo integrale e dato da

1
/F~d7?: U, -1,1) - U(0,0,0) = 5.

T

Soluzione 5 La funzione ¢ continua a tratti con discontinuita in +1 + 2kw, k € Z e derivabile a
tratti. La serie di Fourier converge quindi puntualmente alla funzione regolarizzata che differisce
da f solo nei punti £1+2kmw, k € Z dove vale 1/2. La convergenza & uniforme negli insiemi compatti
che non toccano i punti +1 + 2kn, k € Z.

La funzione e pari quindi by = 0 per ogni k > 1, mentre

mentre



Otteniamo quindi l'identita

Se si valuta tale espressione in z = 0 si ottiene 'identita

> sin T 1
> % "3 %

k=1

mentre se si considera z = 1 si ottiene l'identa

oo . oo .
Z Sln COS Z Sll’l

k=1 k=1

u>|34
N | =

infine per x = 7 si ottiene l'identita

= sin(k) 1
S L e LA
> (-0 5
k=1
Dalla formula di Parseval si ottiene infine 'identita
—sin(k)? T 1
22 2
k=1
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 15 aprile 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t) = V1+y(t)

y(0)=1, #(0)=-1.
Della soluzione trovata determinare dominio e tracciare un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [6 punti] Determinare curvatura e terna di Frenet nel punto (1,1,0)
relativi alla curva r : (0, +00) — R3 parametrizzata da

r(t) = (£*,t°,Int).
Esercizio 3 [6 punti] Determinare e classificare i punti stazionari della funzione

6. 5, 2v2
Jla,y) = o + ot + Tfyg + 2%y

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare I'area della superficie
Y={(z,y,2) ER*: 2+ + 22 =4,(z - 1)* +¢y* < 1,2 > 0}.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie di Fourier associata
alla funzione 2mw—periodica pari definita in [0, 7] da

1 se0<xr<1

fx) =

0 altrimenti.

Determinare quindi le somme delle seguenti serie numeriche:

Zsin(k) = (—1)*sin(k) <= sin(k)cos(2k) <= sin(k)?
Z k- Z k ’ Z k ’ k2

k=1 k=1 k=1 k=1



Soluzione 1 Siamo in presenza di una equazione differenziabile del secondo ordine riconducibile
ad equazioni del primo ordine mediante la sostituzione v(t) = y’(t). Per v si ottiene il problema di

Cauchy

o'(t) = V1 +0(t)?

v(0) = —1.
Tale equazione ¢ del primo ordine a variabili separabili e la soluzione ¢ data da

v(t) = sinh(t + ¢);
tenendo conto del dato iniziale si ottiene che

v(t) = sinh(t + In(v2 — 1)).
Integrando tale soluzione si giunge quindi a
y(t) = cosh(t + In(v2 — 1)) + ¢;
per determinare ¢ usiamo la condizione iniziale ottenendo quindi la soluzione del nostro problema
y(t) = cosh(t +In(v2 — 1)) + 1 — V2.

Soluzione 2 Per la curvatura usiamo la formula

P <)
) = P

Sapendo quindi che
mentre

troviamo quindi che

Per la terna di Frenet abbiamo che
1

727“(1) = \/ﬁ

mentre per la normale principale 7,.(1) sfruttiamo I'identita
(1) = a(1)7 (1) + v(1)*kr (1), (1)

dove v(t) = \/4t2 4+ 9t4 + 1/1? e

alt) = v/(1) = ()] =

(25 Sa 1);

4t 4+ 1813 — 143 3T

, a(l) = —.
VAt 4+ 9th £ 1/ @ V2

Se ne ricava che

. _ 1 .
nr(l)—\/ﬁ( 2,3,-5);

per la binormale infine abbiamo che



Soluzione 3 1l gradiente della funzione ¢ dato da
Vf(z,y) = (62" + 52° + 229>, 2v2y° + 227)

che si annulla nei quattro punti (0,0), (—5/6,0), (—1,—1/v2) e (=5, —25/v2). Per classificare tali
punti consideriamo le matrici Hessiane che sono date da

0 0 —125/6 0
Ay = Hf(0,0) = , Ay = Hf(—5/6,0) = ,
0 0 0 25/18
-8 2v2 —2000 2502
Az = Hf(-1,-1v2) = , Ay = Hf(-5,-25/v3) = ;

2V/2 -2 250v/2 =50

i determinanti delle matrici As e A4 sono non nulli e negativi, quindi hanno due autovalori non nulli
di segno opposto. Tali matrici sono quindi indefinite e quindi (—5/6,0) e (=5, —25/+/2) sono punti
di sella. La matrice A3 invece ha determinante positivo e traccia nulla, quindi i suoi autovalori
sono non nulli ed entrambi negatici. Pertanto As & definita negativa e (—1, —1/v2) risulta essere
punto di massimo locale stretto. La matrice A; € invece nulla quindi il calcolo differenziale non da
alcuna informazione. Per capire la natura di (0,0) come punto critico consideriamo le restrizioni
di f ai punti del tipo (0,y) per ottenere

2V2 4

f(oay):Ty )

che ¢ nulla per y = 0, positiva per y > 0 e negativa per y < 0. Se ne deduce che (0,0) & un punto
di sella.

Soluzione 4 La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione

z=g(z,y) = V4 -2 —y?

con (z —1)? 4+ y? < 1. Per il calcolo dell’area usiamo quindi la formula

Area(%) :/ VI N9 o) Pdady = 2
{(z=1)2+y2<1}

dxdy

1
/{(w—1>2+y2s1} VA —a? =y
z 2 cos ¥ 0 b1
:2/ dﬂ/ ————dop=4 (1 —|sin®|)dd = 4(r — 2).
-z 0 \/4 — 0? -z

Soluzione 5 La funzione ¢ continua a tratti con discontinuita in +1 + 2kw, k € Z e derivabile a
tratti. La serie di Fourier converge quindi puntualmente alla funzione regolarizzata che differisce
da f solo nei punti +1+2kn, k € Z dove vale 1/2. La convergenza & uniforme negli insiemi compatti
che non toccano i punti +1 + 2kx, k € Z.

La funzione e pari quindi b, = 0 per ogni k£ > 1, mentre

1
00:2/ f(z)dz:z,
m™Jo s

mentre



Otteniamo quindi l'identita

Se si valuta tale espressione in z = 0 si ottiene 'identita

> sin T 1
> % "3 %

k=1

mentre se si considera z = 1 si ottiene l'identa

oo . oo .
Z Sln COS Z Sll’l

k=1 k=1

u>|34
N | =

infine per x = 7 si ottiene l'identita

= sin(k) 1
S L e LA
> (-0 5
k=1
Dalla formula di Parseval si ottiene infine 'identita
—sin(k)? T 1
22 2
k=1
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 14 maggio 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

Ct+1

y'(t) y(t) + (1 =1),

y(1) =e,

determinando il dominio della soluzione trovata e tracciando un grafico qualitativo
della soluzione.

Esercizio 2 [6 punti]| Dire se per I'insieme
E={(z,y,2) € R®: 2z = 3sin(vz), 5> + 2* = 3y}

si applica il Teorema della funzione impicita nel punto (7°/4,0,3/2). Determinare
quindi in tale punto tangente e normale.

Esercizio 3 [6 punti] Determinare massimo e minimo della funzione

Foy) = /1 - (Va2 T 4 — 2)2

sul suo dominio di definizione.

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare il volume del solido ottenuto ruotando 'insieme
E={(z,y) e R?:2? <y < /|z|}

attorno all’asse x.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

Ink ,

ﬁl’ .
k=1



Soluzione 1 L’equazione ¢ lineare del primo ordine; per la soluzione calcoliamo

t t
A(t):/ a(s)ds:/ S+1ds:t—1+€t;
1 1

S

si noti che nell’ultimo passaggio abbiamo considerato Int e non In|¢| per il semplice fatto che il
dato iniziale & assegnato per to = 1 > 0 e che ’equazione ¢ definita per ¢ # 0, pertanto si deve
considerare ¢t > 0.

La soluzione del nostro problema ¢ pertanto data da

¢ ¢
y(t) = AW (e + / e_A(s)b(s)ds) = te!! (e + / (1- s)el_sds) =tel +1% —te! L,
1 1

Tale funzione ¢ definita per ogni ¢ € R ma va considerata come soluzione dell’equazione solo per
t>0

Soluzione 2 Stiamo considerando la funzione

f(l',y,z) = (22 - 3Sin(\/5)7y2 + 22 - 3y)

w2 3 9
1(F03)-(03)

Per vedere se il Teorema della funzione implicita si applica basta calcolare il rango della matrice
Jacobiana di f nel punto (7*/4, 0, 3/2); siccome

e il livello E o/, (f) in quanto

3
———cosvz 0 2
Jf(x,y,2) = Ve

0 20 —3 2z
e quest’ultima matrice ha rango due con
(0,0,2) x (0,-3,3) = (6,0,0) # 0.
Il tangente e lo spazio
((6,0,0)) = ((1,0,0)) = {(t,0,0) : t e R} = {(,y,2) e R® : y = 0,2 = 0}

mentre 'ortogonale & lo spazio

((0,0,2),(0,-3,3)) = ((0,0,1), (0, =1,1)) = {(0, —s,t + 8) : t, s € R} = {(z,y,2) € R® : z = 0}.
Soluzione 3 Il dominio della funzione ¢ determinato dalla condizione

1— (Va2 +y2 -2 >0,

che equivale a richiedere che
1<2®+4%2<9;

abbiamo quindi che -

324



tale insieme ¢ chiuso e limitato e f € continua. Quindi grazie al Teorema di Weierstrass, f ammette
sia massimo che minimo. Notiamo che f > 0 e f = 0 se e solo se

1— (Va2 +y2-2)2 =0,

cioe per 22 +y?> =1 0 22 + y?> = 9. 1 punti delle circonferenze di raggio 1 e raggio 3 sono quindi
tutti punti di minimo. Per determinare il massimo, semplifichiamo il problema notando che f e
una funzione radiale, cioe

flay) =9(Va?+y?), gt)=v1-(—-2)?te[L3]
Cerchiamo quindi di massimizzare g, notando che questo equivale a massimizzare
h(t)=1—(t—2)2 te][l,3].
Tale funzione & nulla in 1 e 3, positiva e derivabile in [1, 3]. Siccome
B(t)=-2t—-2)=0

per t = 2, si avra un massimo in tale punto con h(2) = 1. In conclusione il massimo di f sara 1
assunto in tutti i punti della circonferenza di raggio 2.

Soluzione 4 Stiamo considerando il solido di rotazione

F={(z,y,2) eR*:ze[-1,1],22 < Vy? + 22 < ||}
la condizione x € [—1, 1] si ricava ponendo
2 < |zl
Usando la formula che fornisce il volume del solido di rotazione

A={(x,y,2) €R?: x € [a,0],0 < \/y? + 22 < f()}
che ¢ data da .
Vol(A) = 7r/ f(z)?dz,

troviamo che

' b

Vol(F):ﬁ/ (WxQ)de/() (Vx — 2?)dx = 57

-1

Soluzione 5 Siamo in presenza di una serie di potenze

oo
Z cp(x — xo)k
k=1

conzrg=0e
_Ink

C = k2k-
Tenendo presente che
1<Ink <k, per k> 1,

e che quindi

1< VInk < Vk —1,

325



usando il criterio della radice troviamo che

li ’“M_l
roto V2 T 2

Quindi la serie ha raggio di convergenza g = 2; per z = 2 troviamo la serie numerica

Ink
k=1
che diverge in quanto
Ink _ 1
— >
k — k
mentre per x = —2 troviamo la serie numerica
Ink
> (==
k=120

che converge grazie al criterio di Leibniz. In definita si ha convergenza puntiuale in [—2,2), con-
vergenza assoluta in (—2,2), mentre la covergenza sard uniforme in [—2,a] per ogni 0 < a < 1 e
totale e uniforme assoluta in [—a, a] per ogni 0 < a < 1.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 17 giugno 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

1
sin(t)’

(5)=1(5) =0

determinando il dominio della soluzione trovata.

y'(t) +y(t) =

Esercizio 2 [6 punti] Dire se in tutti i punti dell’insieme
E={(z,y,2) eER*:y* —22=0,2"+9* — 62 = 1}

si applica il Teorema della funzione impicita; considerare in particolare il punto
(3,2,2) e determinare in tale punto tangente ed ortogonale ad E.

Esercizio 3 [6 punti] Dire se la funzione

33‘2

f(fl',y) = ?

e convessa per y > 0 ed in tale insieme dire, determinandoli, se f ammette massimo
e minimo.

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare il volume del solido
E={(r,y,2) eR*:2? +y* < 9,27 +¢y* <2< 9,2 >0,y > 0}.

Esercizio 5 [6 punti| Studiare le varie convergenze della serie di funzioni

o0

x
Zx4+3l€4'

k=1



Soluzione 1 La soluzione dell’omogenea associata ¢ data da
yo(t) = ¢1 cos(t) + co sin(t);

per determinare la soluzione particolare usiamo il metodo della variazione delle costanti. Arriviamo
al sistema

i (t) cos(t) + c4(t) sin(t) =0
—c () sin(t) + 4 (t) cos(t) = ﬁ
Tale sistema ha come soluzioni

(t) = —1

(1) = St

La soluzione generale dell’equazione data e quindi
y(t) = c1 cos(t) + casin(t) — t cos(t) + sin(t) In | sin(¢)].
Imponendo le condizioni iniziali si trova che la soluzione del Problema di Cauchy dato e

y(t) = g cos(t) — tcos(t) + sin(¢) In| sin(t)].

La precedente funzione & definita su tutto R, ma l'equazione differenziale & definita per sin(t) # 0;
in definitiva la soluzione trovata & definita in (0, 7).

Soluzione 2 Per vedere se sono soddistatte le condizioni del Teorema della funzione implicita
calcoliamo la matrice Jacobiana della funzione

f(.’L',y,Z) = (92 - 225552 +y2 - 6’2)

che ¢ data da
0 2y -2

Dato che
(Oa 2y7 72) X (21'5 2y7 76) = (78y7 —4x — 4$y)7

se ne deduce che la matrice non ha rango due se e solo se x = y = 0; siccome i punti della forma
(0,0, z) non appartengono mai ad E, se ne conclude che il teorema si applica in tutti i punti di E,
ed in particolare in (3,2,2). Il tangente in tale punto & dato da

(16,12, —24)) =((—4, =3, ~6))((4,3,6)) = {(4¢,3¢,6¢) : t € R}
{(z,y,2) € R® : 4y = 3z, 2z = 3z}.

Infine il normale & dato da
(0,4, -2), (6,4, —6)) =((0,2, ~1), (3,2, —3)) = {(3s, 2t + 25, —t — 35) : t, 5 € R}
={(x,y,2) € R®: 42 4+ 3y + 62 = 0}.

Soluzione 3 La funzione & di classe C* per y # 0; studiamo la convessita di f quindi scrivendo
la matrice Hessiana di f;

Vf(z,y) = (2—$—z—z) Hf(z,y) = (

Y Y

o I
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Tale matrice ha determinante
82

y4

e traccia

2 227

-+ —.

Y Y
Il determinante ¢ positivo, strettamente positivo per x # 0, mentre la traccia & strettamente
positiva per y > 0. Pertanto la matrice Hessiana per y > 0 & strettamente definita positiva per
x # 0, semidefinita positiva per ogni x . Quindi f & convessa per y > 0, strettamente convessa se
in piu x # 0.

Per quanto riguarda i massimi e minimi, si pud notare che f(z,y) > 0sey > 0 con f(z,y) =0

se e solo se z = 0. Quindi i punti della forma (0,y), y > 0 sono tutti punti di minimo, che tra l’altro
sono tutti punti stazionari per f. Il massimo non esiste perche f non € superiormente limitata.

Soluzione 4 Per calcolare il volume di E effettuiamo prima una integrazione per fili e poi passiamo
alle coordinate polari nel piano per ottenere

9
Vol(E) :/ dxdydz :/ dxdy/ dz
E {224y2<9,2>0,y>0} z2+y?

S 3
2 81
:/ (9 — 2 — y?)daxdy = / dﬂ/ (9 — 0*)odo = —.
{22442 <9,0>0,5>0} 0 0 8
Soluzione 5 Posto
x
u) = g
per z = 0 abbiamo che u(0) = 0 mentre per z # 0
2|
lug ()| ~ %;

pertanto si ha che la serie converge assolutamente e quindi puntualmente su tutto R. Studiamo
ora la convergenza totale calcolando

My, = sup |ug(z)|;
xER
siccome

lim |ug(z)|=0
|z]—00

mentre

/ _ 3(k4 B 'T4)
up,(z) = (24 + 3K4)2

che si annulla per x = £k dove ug (k) = £1/4%*. Quindi My = 1/4%* che forma una serie convergente.
Si ha pertanto convergenza totale su tutto R e quindi anche convergenza uniforme.
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 8 luglio 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t) = V1 -y'(1)?
y(0) =1,4'(0) =0,

determinare quindi il dominio della soluzione trovata e tracciarne un grafico quali-
tativo.

Esercizio 2 [6 punti] Data la curva r : R — R3
r(t) = (2cost, 2sint, 4t),
determinare la circonferenza osculatrice in (v/2,v/2, 7).
Esercizio 3 [6 punti] Determinare e classificare i punti stazionari della funzione
fx,y) = 2*y*(6 —z —y).
Esercizio 4 [6 punti] Verificare il teorema della divergenza con
F(z,y,z) = 2z, —y, 2)
e E={(z,y,2) e R¥: 22 + 9>+ 22 < 9,2 > 0}.

Esercizio 5 [6 punti] Scrivere la serie di Fourier della funzione m-periodica definita
in [—7/2,7/2] da
f(z) = |sinz|.
Determinare infine le somme delle seguenti serie numeriche:
SR o
A2 =1 =1 (4k2 —1)%

k=1 k—1 k—1




Soluzione 1 L’equazione ¢ del secondo ordine riconducibile a due del primo ordine; poniamo
v(t) = y'(t) ed otteniamo il Problema di Cauchy

v'(t) = /1 —v(t)?,

v(0) = 0;
tale problema e a variabili separabili con soluzione non stazionaria determinata da

v'(t)

— =1.
1—o(t)?

Integrando, tenendo presente che si deve avere v(t) # 1, si ottiene la soluzione in forma implicita

arcsin(u(t)) =t,  te (fg g) .

Esplicitando ed integrando ulteriormente si ottiene che la soluzione del Problema di Cauchy
originario e data da

T
£) = 2 — cos(t), te(——,—).
y(t) =2  cos(t i
Soluzione 2 Per la parametrizzazione della circonferenza osculatrice usiamo la formula

Y (t) = ¢r(to) + or(to) cost?(to) + or(to) sinti,(to).
Nel nostro caso tg = 7; ricaviamo gli altri parametri. Siccome
r(t) = (~2sint, 2cost, 4),  ||r' ()] = 2v/5, 7’ (%) = (—V2,V2,4),

ne deduciamo che

) (77) ( 1 1 2 )

Tr\7 )= T T e T = = .

4 V10" V10" V5
Curvatura e normale principale la possiamo ricavare dall’identita
T”(to) = a(to)’f}(to) + ’U(to)ri(to)ﬁr(to);

tenendo conto che a(t) =0 e che r”(t) = (—2cost, —2sint, 0), ne deduciamo che

O R O G

In definitiva ricaviamo che la circonferenza osculatrice ¢ parametrizzata da

2—-v5 1 \/E 2-v5 1 \/3
+(t)=| ——=— — —=cost — \/ =sint, ——=— + —=cost — \/ = sint, ™ 4+ 2cost | .
(1) ( V2 V2 2 V2 V2 2

Soluzione 3 Il gradiente della funzione ¢ dato da
V(z.y) = (2y*(12 - 3z — 2y), 2%y*(18 — 3z — 4y))

che si annulla in (2, 3) e nei punti della forma (z,0) e (0,y), che sono quindi tutti punti stazionari.
Per la loro classificazione usiamo la matrice Hessiana. Siccome

~168 —108
H7(2,3) = ( ~108 —432 )
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che ha traccia negativa e determinante positivo, ne deduciamo che ¢ definita negativa e quindi
(2,3) & un punto di massimo locale stretto. Per quanto riguarda gli altri punti, otteniamo che

i@ = (o o) mem=( 2D D).

tali matrici sono solo semidefinite quindi il calcolo differenziale non ci da informazioni. Per de-
terminare la natura di tali punti notiamo che f(z,0) = f(0,y) = 0, pertanto possiamo studiare il
segno di f per classificare tali punti stazionari. Se ne deduce che i punti della forma (z,0) sono
tutti punti di sella, mentre i punti della forma (0, y) sono massimi locali per y < 0 e y > 6, minimi
locali per 0 < y < 6 mentre i punti (0,0) e (0,6) sono punti di sella.

Soluzione 4 Da una parte notiamo che div F(z,y, z) = 2 e quindi
/ div F(z,y, z)dzdydz = 2Vol(E) = 36m.
E

D’altra parte OF = ¥, U X5 con
Y ={2?+y?+22=9,2 >0}, Yo = {22 +9y? <9,2=0};

le normali a tali superfici che sono normali esterne ad F sono rispettivamente

. 1 .
nx, (ZL',y,Z) = g(zayvz)v n22($,y,20> = (0507 71)

Abbiamo quindi che

1 1
(.2 = [ oy glopaas =g [ @0y + 2
P

21

1 27 5
=3 / dﬂ/ (18 cos® ¥ sin® ¢ — 9sin? ¥sin? ¢ + 9 cos® )9 sin pdyp = 367,
0 0

mentre

O(F,%s) = / (2z,—y,0)-(0,0,—1)dX = 0.
Yo
Soluzione 5 La funzione & pari e m—periodica con frequenza w = 2; pertanto

us
4 (=2 | 4
ag = — sinzdr = —,
™ Jo T

us

4 /2 sin z cos(2kx)d 4
agp = — inz z)de = ——————
"/ m(4k? — 1)

by = 0.

La serie di Fourier quindi ¢ data da

. 2 4 1

Tale serie converge totalmente su R all’estensione m—periodica di |sinz| (che & continua), e quindi
anche puntualmente e uniformemente.
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Se valutiamo la predente espressione in x = 0 otteniamo che

L1
42 -1 2’
k—1

mentre se la valutiamo in z = % otteniamo che
i (-1 2
4k2 -1 4
k—1
mentre su usiamo la formula di Parseval otteniamo che

i 1 77r278
4Rz —1)2 16
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 19 agosto 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

1 _1

(1) = y(t) + e,
1) =—;
y(1) 20

determinare quindi il dominio della soluzione trovata e tracciarne un grafico quali-
tativo.

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la curva cartesiana nel piano
3
y = |z|z, x € [-1,1];

determinare parametro d’arco e lunghezza e riparametrizzare la curva mediante il
parametro d’arco.

Esercizio 3 [6 punti] Fissati z,y € R" con y # 0, dimostrare che la funzione
f:R—=R

ft) = ||z + ty?
e strettamente convessa. Mostrare quindi che la funzione non ¢ superiormente li-

mitata ma ammette minimo; determinarlo e dire quando tale minimo coincide con
2
]

Esercizio 4 [6 punti| Calcolare il seguente integrale doppio

/(lﬂ - y)dl’dy,
E

con B ={(r,y) e R?: 1 <2?+y? <4,y > |z|}.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare, al variare di p € R, p > 0, le varie convergenze
della successione di funzioni

fo(z) =1+ 2Pe™, x € [0,1].

Calcolare quindi

n—-+o0o

lim /O f (@)



Soluzione 1 L’equazione ¢ lineare del primo ordine con
9 1
a(t):t_Q’ b(t) =te t.

Il dato iniziale ¢ assegnato per ¢t = 1 e le funzioni date son definite per ¢ # 0, quindi la soluzione
va cercata per t > 0. Troviamo che

e quindi

tale soluzione ¢ definita per ¢ > 0.
Soluzione 2 Stiamo considerando la curva
rt) = (t1t7),  tel-1,1]

Siccome 3
t
T/(t): <1a§|t|;m>v tE(*l,l),t#O

puo essere estesa continua in ¢ = 0, abbiamo che r € una curva regolare. Per il parametro d’arco

dobbiamo calcolare ,
9
s(t) = / A/ 14+ —|7|dT;
1 4

a causa del valore assoluto distinguiamo due casi. Per t € [—1,0] abbiamo che

mentre per ¢ € [0, 1] abbiamo che

(5) s(t) = s(0) + /O \/Em _ BVI3 - 1627+ (4+90)2

La lunghezza della curva e data quindi da

26113 - 16

E(r, [_1’1]) = 5(1) 27

La funzione parametro d’arco ¢ quindi definita in s : [~1,1] — [0, (26v13-16/y27]: per riparame-
trizzare in lunghezza d’arco dobbiamo invertire tale funzione. Distinguiamo ancora due casi; per
s € [0, (13V13-8)/27] ricavando ¢ in funzione di s dall’espressione (4) avremo che

4 (13V13 — 27s)8
B 9

t

da cui

o [4-(183VI3—27s)5 4 — (1313 - 27s5)5\ %
7(s) = 9 ( 9 ) ’
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mentre per per s € [(13V13-8)/97 (26v13-16)/27] ricavando t in funzione di s dall’espressione (5)
avremo che )
(27s — 13V/13 + 16)F — 4
9

da cui

([ (27s—13VI3+16)8 —4 /(275 — 13V/13 4+ 16)5 — 4\ 3
(s) = ; ( : ) ).

Soluzione 3 La funzione f ¢ continua con

fly=20+ty) -y, ') =2ly*

Quindi f & di classe C? con derivata seconda strettamente positiva in quanto y # 0; se ne deduce
che f & strettamente convessa. Notiamo poi che

lim ||z + ty||* = +o0
t—=+oo

e quindi f non e superiormente limitata e cioé non ammette massimo. La funzione & non negativa
quindi ammette minimo non negativo; per determinarlo cerchiamo i punti stazionari di f, che sara
uno solo e sard il minimo assoluto di f grazie alla stretta convessitd. Abbiamo che f/(t) =0 se e

solo se
Ty

lyll*
In corrispondenza di tale punto abbiamo che

(k) =l
e _[,_z,
Ik Ik

tale valore coincide con ||z|? se e solo se x - y = 0, altrimenti & sempre inferiore.

2 2

= faf? - @9
Tl

Soluzione 4 Per calcolare I'integrale conviene passare alle coordinate polari; si ottiene infatti che

T ° 15 15 7V2
/ (22 — ) dxdy = / dﬂ/ (0% cos®> ¥ — psind)pdp = —m — — — ——.
E % 1

Soluzione 5 Per la convergenza puntuale abbiamo che per ogni z € [0, 1]

lim (14 aPe™™) =1,

n—-+o0o

Studiamo quindi la covergenza uniforme studiando la funzione
gn(x) = fn(x) — 1 =2Pe™™;

abbiamo che g,(0) =0, g, (1) = e~ ™ mentre

—nz,

gn(2) = 2P~} (p — nw)e™"";

tale derivata si annulla per € (—1,1) in 2 = p/n dove la funzione vale
p
"))
n n

P
lim e " = lim (—) e P =0,

n—-+oo n—-+oo

Dato che



se ne conclude che

lim sup |fn(z)—1] =0,
Jim s [7() 1

cioe la successione converge uniformemente ad 1 in [0,1]. Per il teorema del passaggio al limite
sotto il segno di integrale ricaviamo quindi che

lim /O1 frn(x)de = 1.

n—-+oo
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Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 9 settembre 2021

Esercizio 1 [6 punti]| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

y'(t) + @ =,

determinare quindi il dominio della soluzione trovata e tracciarne un grafico quali-
tativo. Dire infine se esiste yg € R per cui la soluzione del Problema di Cauchy con
y(1) = yo € definita per ogni ¢t € R.

Esercizio 2 [6 punti| Dire se e dove 'equazione
(22 + y)(@ — 22 — 2% = 0
definisce implicitamente una curva regolare; calcolarne quindi la curvatura in (3,0).
Esercizio 3 [6 punti| Determinare massimo e minimo della funzione
f(z,y,2) = In(z® + 29> — 2% + 3)
sull’insieme E = {(z,y,2) € R®: 2% + 4?4+ 2% < 1}.

Esercizio 4 [6 punti| Calcolare il seguente integrale triplo
/ 2(z® + 2y°) dedydz,
E

con B ={(z,y,2) € R3: 2® + 9% + 22 <4,z > /2% + y?}.
Esercizio 5 [6 punti]| Studiare le varie convergenze della successione di funzioni

ne * + z?
n = — 0,1].
fln) =" e

e calcolare quindi

lim /1 folz)dz.
0

n—-4o0o



Soluzione 1 L’equazione data ¢ lineare del primo ordine con

b(t) = e*.

La soluzione del Problema di Cauchy ¢ quindi data da

¢ 1 rt 2t 2t 2
y(t):eA(t)/ e—A(s)b(S)dS:g/ T
1 1

2 4t

Tale funzione & definita per ¢t > 0. Per quanto riguarda la soluzione con y(1) = yo, essa ¢ data da
e dyg — €2t — 2
_ + Yo :
2 4t
tale soluzione per essere definita per ¢ = 0 deve presentare nella seconda frazione una forma
indeterminata e quindi si deve avere che

(4y0 — et — 62)15:0 = 0.
Questo determina univocamente che yo = (1+¢*)/4 e che la soluzione & data da

e 1— e

) = — :
y(t) SRR

tale soluzione in effetti & definita per ogni ¢t € R e y(0) = 0.

Soluzione 2 Stiamo considerando 'insieme Ey(f), cioe il livello 0 della funzione
flz,y) = (2 +y*) (2 = 2)* — 2

per vedere se tale livello € una curva regolare attorno ad ogni suo punto basta verificare che il
gradiente sia non nullo. Abbiamo che

Vi(z,y) = 2x(z — 2)? +2(2* + y*)(z — 2) — 22.2y(z — 2)?)

e tale gradiente si annulla nei tre punti (0,0) e ((3 £ +/3)/2,0); di questi solo il punto (0,0)
appratiene a FEo(f). In effetti attorno a tale punto tale insieme non & una curva regolare (& un
punto isolato), mentre negli altri punti & localmente una curva regoalre.

In particolare, (3,0) € Eo(f) e intorno a tale punto 'insieme di livello & una curva regolare.
Siccome poi

0
V§(3,0)=(20,0),  =-f(3,0)#0,
ne deduciamo che attorno a (3,0) 1 1n51eme di livello & una curva cartesiana della forma = = g(y),
cio¢ parametrizzata da r(y) = (¢(y),v), ¥ in un intorno di 0. Per determinare la curvatura ci serve

calcolare
'(0) = (¢'(0),1),  7"(0) = (¢"(0),0);

tali valori li ricaviamo, derivando rispetto ad y, dall’equazione

(9w)?* +v*)(g(y) —2)* —g(y)> =0
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e partendo dall’informazione g(0) = 3. Otteniamo che

Per quanto riguarda il calcolo della curvatura, se vediamo la curva come una curva nello spazio
r(y) = (9(y),y,0), possiamo utilizzare la formula
_ 7)) x"(O)) _ [[(0,1,0) x (=%9,0,0)] _ 1

kr(o) - ||r/(0)H3 - ||(0,1,0)||3 B §

Soluzione 3 Notiamo anzitutto che il dominio della funzione & dato da
D(f) = {(x,y,2) € R®: 2% + 29> — 22 + 3 > 0};
tale insieme contiene E in quanto se z2 < 1 — 22 — 2, dato che I’espressione
1—2? —y? <224+ 242 +3
¢ equivalente all’espressione sempre verificata senza limitazioni
-2 < 222 4 32,

allora sicuramente
2% < +2y% + 3.

Notiamo inoltre che la funzione logaritmo ¢ monotona crescente; pertanto per deternimare il
massimo e il minimo richiesto possiamo semplificare e considerare massimo e minimo della funzione

gla,y) = a® +2y* —2* +3
con vincolo F. Cerchiamo i punti stazionari interni ponendo
Vy(z,y) = 22,4y, —2z) = 0;

troviamo quindi un unico punto stazionario in (0, 0,0) con g(0,0,0) = 3. Cerchiamo quindi i punti
stazionari vincolati; usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange

LGxy, 2, \) =2 + 202 — 22 +3 - ANa? + 9% + 22 — 1);

dobbiamo quindi risolvere il sistema

20 — 2z =0
4y — 2y =0
—2z2—2Xz=0

2 +y? 422 =1

Tale sistema ha come soluzioni (+1,0,0) con A =1, (0,4£1,0) con A = 2 e (0,0,%1) con A = —1.
In corrispondenza di tali punti la funzione g vale rispettivamente 4, 5 e 2. In definitiva, per il
problema originale, abbiamo che

mgxf =In5, assunto nei due punti (0,+1,0),

mentre
mbinf =1In2, assunto nei due punti (0,0, £1).
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Soluzione 4 Per come ¢ fatto I'insieme, conviene passare alle coordinate cilindriche; tenuto conto
che l'insieme di integrazione diventa

E={(0,9,t):t > p,0> + 1> < 4,9 € [0,27]}
={(0.9.t) : 0 € [0,V2],0 <t < /4 — 02,0 € [0, 2]},
Iintegrale diventa

/ 2(2? + 2y*)dxdydz :/ t(0? cos® ¥ + 207 sin® 1) od pd¥dt
E B

= / to®(cos® ¥ 4 2sin? ) dodddt
B

V2 \/4—0? 2T
:/ dQ/ dt/ to®(cos® ¥ 4 2sin? 9¥)dv = 2.
0 o 0

Soluzione 5 Per la convergenza puntuale notiamo che per ogni x

—T

ne~* + 2 ne

—Z

~ = e
n+1 n
Pertanto f, converge puntualmente alla funzione
flx)=e"".
Proviamo a vedere se c’e¢ convergenza uniforme calcolando
. ne=® + z? .
lim sup |—— —e¢
n—-+oo xE[O,l] n + 1
Introduciamo quindi la funzione
ne=® + z? ., xr—e"
gn(@) = n+1 © = n+1
e tracciamone un grafico su [0, 1]. Abbiamo che
1 e—1
O = -, 1 = —-—,
9n(0) n+1 gn(1) e(n+1)
mentre
20 + e "
/ _
che non si annulla mai in [0, 1]. Quindi g,, & strettamente monotona crescente e quindi
ne=?® + z? .
sup |—— —e = max )| = max 0)], 1
R i [g,(a)] = max{|gn(0)]. g (D)
1 e—1 1
=ma, =
max n+1"e(n+1) n+1’
da cui il fatto che )
—T
lim sup ne__ta el =0.
n—-+o0o 16[0,1] n + 1

Per il calcolo dell’integrale possiamo quindi usare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di
integrale ed otteniamo che

1 1
1 -1
lim /fn(x)dx:/ O
0 0

n—+o00 € €
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CdL Ingegneria Civile ed Ambientale

Esame scritto di Analisi Matematica 11

Ferrara, 22 dicembre 2021

Esercizio 1 [6 punti| Risolvere il seguente Problema di Cauchy:

o 2041
y(t)—T@) ,
y(0) = —;

determinare quindi il dominio della soluzione trovata e tracciarne un grafico quali-
tativo. Dire infine se esiste yg € R per cui la soluzione del Problema di Cauchy con
y(0) = yo & definita per ogni ¢t € R.

Esercizio 2 [6 punti] Dire se I'equazione

vV —y—2x+y=0

definisce attorno al punto (2,3) implicitamente una funzione y = g(x). Si scriva il
polinomio di Taylor di ordine 2 di g centrato in xy = 2.

Esercizio 3 [6 punti| Determinare e classificare i punti stazionari della funzione

3

3y
fy) === + 2%y — 3zy + y°

Esercizio 4 [6 punti] Dire se il campo
F(z,y,2) = (1, ze"*, ye¥?)

¢ conservativo o meno e determinarne eventualmente il potenziale. Determinare
quindi il flusso di F' e di rotF" attraverso la superficie

Y={(z,y,2) €ER*:2=0,2,9 € [0,2]}.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare le varie convergenze della serie di Fourier associata
alla funzione 2m—periodica definita per x € [—7, 7] da

flz) =n* — 2%

ricavare quindi le somme delle serie numeriche

= (=1)k ‘1 =1
Z(kZ)’ ka ;ﬁ

k=1




Soluzione 1 L’equazione ¢ a variabili separabili senza soluzioni stazionarie; ricaviamo diretta-
mente la soluzione con dato iniziale y(0) = yo e troviamo che, integrando
2 2
y(t)®  yo

— 20 42 4t
2 2 +i

da cui

cioe se |yo| > V2/2, mentre ¢ definita per
2
1 1
2(t+ = 2_->0
( + 2) +y0 2 - Y
cioe per

t+1>
5| 2

e quindi dato che il dato iniziale viene assegnato per ty = 0, la soluzione ¢ definita per

t>—

N | —
+

Nel caso particolare yo = f% troviamo che la soluzione ¢ data da

u(t) = — 2(t+%)2—i.

definita per ¢ € [— 22_\/‘/;, +00).

Soluzione 2 Stiamo considerando la funzione
fla,y) =@ —y)¥ 22 +y
il cui gradiente e dato da

Vi(z,y) = (%(ﬁ —y)E 2,7%@2 ) 1) .

Siccome tale gradiente in (2, 3) vale

vies=(-33):

ne deduciamo che il teorema della funzione implicita si applica in ambo le direzioni, ed in particolare
possiamo dire che il livello 0 di f & localmente attorno a (2,3) grafico di una funzione y = g(z).
Per determinare il polinomio di Taylor di g, sapendo che ¢(2) = 3, ricaviamo le sue derivate
dall’identita

(2% —g(2))% — 2z + g(a) = 0.

343



Al primo ordine abbiamo che

1

5(@® — (@) (20— ¢'(2)) ~ 2+ ¢'(2) =0,

da cui ¢’(2) = 1. Al secondo ordine troviamo invece che

2@ — ) EQr— g @)+ (07— g@) T (2~ () + 9" () =0,
da cui ¢"”(2) = 2. Abbiamo quindi che
g(x) =3+ (x = 2) + (z = 2)* + o(z — 2)?).

Soluzione 3 Calcoliamo il gradiente di f:

3
Vi(z,y) = <w2y+2wy3y, % + 2% — 3:c+2y> ;

tale gradiente si annulla in cinque punti, (0,0), (—#,0), (1, %) e (—=3,—%). La matrice
Hessiana ¢ data da

2oy +2y x2+2x-—3

nei punti stazionari tale matrice diventa

HF(0,0) = ( T )

che ¢ indefinita avendo determinante negativo,
+ 1543
Hf<3 23\/50>< 0 2i2\/5>

che ¢ indefinita avendo determinante negativo,

()4 2)
w(9)-(3 1)

w5
H_
\G][9)
5
o

che ¢ definita positiva,

che ¢ definita positiva. Se ne conclude quindi che (0,0) e (— 3i§‘/5, 0) sono punti di sella, mentre
(1,2/3) e (=3, —9/2) sono punti di minimo locale stretto.
Soluzione 4 Notiamo anzitutto che
rotF(z,y,z) = 0;
dato che D(F) = R3 che & convesso e quindi semplicemente connesso, se ne deduce che F &

conservativo e che
O(rot F,X) = 0.

Il potenziale di F' si determina imponendo che F' = VU e si trova che

U(z,y,z) =z + e’ +c.
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Infine per calcolare 'ultimo flusso richiesto, usiamo la definizione ed orientiamo ¥ mediante la
normale (0,0, 1); si trova che

(1,0,y) - (0,0,1) dedy = / ydzdy = 4.
[0,2]

@(F,E):/ F(m,y,O)-(0,0,l)dmdy:/
[0,2]2

[0,2]

Soluzione 5 La funzione data e pari, continua se estesa 2m—periodica su R e con derivata continua
a tratti. La serie di Fourier converge quindi puntualmente ed uniformemente su tutto R alla
funzione f. Essendo la funzione pari, i coefficienti by sono tutti nulli mentre

che per x € [—m, 7] diventa

aL\.’)

\
wlw
.4;
Mg

k2 cos(kx);

valutando questa espressione per x = 0 e per x = 7 si trova che

2

>G5
k=1

=1 s
2w

mentre usando la formula di Parseval si trova che

°°1

345



